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PREFACE

Cette monographie rassemble neuf études sur lintroduction des
effets externes dans la théorie économique, qui n'ont aucune prétention
d lexhaustivité. Toutefois, les hasards de ma curiosité m'ont conduit a
aborder une grande plage du champ de la théorie microéconomique tra-
ditionnelle : aussi, cet ensemble d'essais propose-t-il un panorama assez
complet des diverses difficultés posées par les effets externes d la théorie
économique.

Dans le premier Chapitre, nous présentons un bref historique de
I’étude des effets externes qui permet de situer les différents chapitres
de la monographie dans U'effort théorique contemporain. Dans le Chapitre
II. nous démontrons l'existence d'un équilibre concurrentiel avec effets
externes destiné d décrire le comportement d’une économie décentralisée
avec effets externes. Cette notion d'équilibre est aussi utilisée pour for-
maliser certaines idées de Marshall sur les rendements croissants. Au vu
de la non-Pareto optimalité de ces équilibres concurrentiels, nous étudions
dans le Chapitre III les diverses possibilités de décentralisation des optima
parétiens dans des économies avec effets externes trés généraux. Les exi-
gences de ces décentralisations, en termes d'information et doutils de
politique économique, nous conduisent d discuter dans le Chapitre IV
les diverses approches de second rang qui ont été proposées. Les résultats
obtenus dans cette direction sont encore fort limités. Le Chapitre V pré-
sente certaines difficultés posées par les externalités d l'approche théorie
des jeux des mécanismes de I'échange. Le Chapitre VI propose des mé-
thodes de planification, ou plus modestement, des procédures d'échange
d'information entre un Centre et des agents économiques qui permetient
d ‘approcher une allocation des ressources Pareto optimale. Le Chapitre Vi
explore lutilisation dans une économie avec effets externes d'une notion
de justice qui ne nécessite pas de comparaisons interpersonnelles d utilité.
La question de l'évaluation des effets externes d concernement collectif
dans une économie avec incertitude et sans un systéme complet de marchés
contingents fait l'objet du Chapitre VIII. Des mécanismes qui permettent
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dans le cas particulier des fonctions d'utilité séparables de découvrir les
vraies préférences pour les effets externes sont étudiés en détail au Cha-
pitre IX. Enfin, une annexe rassemble les énoncés précis des principaux
théorémes mathématiques utilisés.

Je n'ai pas cherché a fondre dans un texte global les contributions
des divers chapitres, tout en recherchant cependant une certaine homo-
généité des notations. Ceci a I'inconvénient de conduire a des nombreuses
redites mais a l'avantage de permettre une lecture indépendante des diffé-
rents chapitres.

Je n'ai pas toujours commenté en détail les résultats présentés et
je n'en ai pas tiré toutes les conséquences pour la recherche théorique
ou pour la politigue économique. J'espere que le texte sera suffisam-
ment stimulant pour amener le lecteur a imaginer lui-méme les implica-
tions de certains résultats et les extensions possibles, sans compter les
nombreuses erreurs qu'il devra sans doute corriger. Sur de nombreuses
questions les problémes n'ont guére été que posés et beaucoup reste d
Jaire pour parvenir a une compréhension satisfaisante.

Jai bénéficié pour certains chapitres de.la coopération directe de
plusieurs économistes et amis que je tiens a remercier ici chaleureuse-
ment. Le Chapitre Il doit certainement l'essentiel de ses qualités a Guy
Laroque, administrateur @ VINSEE. Jai utilisé pour le Chapitre VI les
compétences du spécialiste de l'analyse numérigue qu’'est Patrick Saint-
Pierre de U'Université Dauphine. Enfin, le Chapitre IX est un sous-produit
d'un travail avec Jerry Green de Harvard University qui est consacré uni-
quement au probléme de la révélation des préférences.

En plus de laide considérable mentionnée ci-dessus, j'ai bénéficié
de nombreuses discussions et encouragements que je ne peux citer ici

Je tiens routefois ¢ exprimer a Messieurs les Professeurs J.P. Aubin,
C. Fourgeaud, H. Guitton, Cl. Henry et E. Malinvaud, ma reconnaissance
pour la confiance qu'ils m'ont accordée et pour le soutien moral et intel-
lectuel qu'ils m’'ont apporté soit directement, soit par l'exemple de leurs
travaux.

Enfin, je remercie Mme Alves de Souza qui a tapé avec beaucoup
de savoir-faire et une constante bonne humeur le texte de cet ouvrage.
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CHAPITRE PREMIER (%)

BREF HISTORIQUE

1. INTRODUCTION

L'importance croissante des interdépendances hors marchés dans les
économies contemporaines ne permet plus de les négliger dans quelque
aspect de la politique économique que ce soit. Or, les effets externes posent
des problémes théoriques complexes qu’il est important de bien maitriser
avant de se hasarder dans des politiques correctrices toujours coliteuses en
termes d’information et de mise en oceuvre.

L’objectif de ce chapitre est de fournir une perspective historique qui
permette de suivre I'émergence et I'évolution des concepts associés aux
phénoménes d’interdépendances hors marchés, avant de faire le point sur la
théorie la plus récente pour situer les différents chapitres du livre dans
I’effort théorique contemporain.

Dans la deuxiéme section, nous montrons comment le concept
d’externalité apparu clairement chez quelques précurseurs a du se dégager
de la confuse controverse des «boites vides». La troisiéeme section concré-
tise la classification des concepts en dégageant deux voies de recherches,
I'une associée aux économies externes pécuniaires, l'autre aux effets
externes technologiques. La quatriéme section développe les critiques, par
Coase et ses successeurs, de la politique économique pigouvienne. Enfin,
dans une derniére section, nous rassemblons les résultats importants des
derniers travaux sur le sujet.

(1) Ce chapitre est basé sur «Note Historigue sur les Effets Externes», UActualite
Economigue, Montréal, 1975,
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2. DE LA NAISSANCE DU CONCEPT A LA CONTROVERSE
DES «BOITES VIDES»

H. Sidgwick semble étre le premier a avoir pris conscience des pro-
blémes posés par les effets externes dans une économie décentralisée.
Dans le chapitre II du livre III (1887, p. 402), il examine dans quelle
mesure «méme dans une société constituée uniquement ou principalement
d’«homo economicus» le systéme de la liberté naturelle peut ne pas avoir
tendance a réaliser les résultats bénéfiques qu’on lui attribue». Entre autres
raisons (monopoles. ..), il comprend (1887, p. 607) «qu’il existe des
utilités qui, par leur nature, ne peuvent pas pratiquement étre appropriées
par ceux qui les produisent. ..». Il propose comme illustration les effets
bénéfiques d’une forét sur le régime des pluies (exemple repris par Pigou
et Meade) et d’autres exemples concernant les biens publics. A cause
de ces «divergences entre intérét privé et intérét publicy il préconise I'in-
tervention de I'Etat sans étre trés précis sur les modalités.

L’oeuvre de Sidgwick semble avoir directement inspiré Pigou. Avant
d’aborder I'apport de Pigou, il faut parler des travaux de A. Marshall qui
a introduit les expressions d’économies internes et externes dans un con-
texte qui a fortement influencé I'évolution des "idées. En effet, son
approche I'a conduit a des confusions qui furent longues a dissiper.

Ecoutons A. Marshall (1961, p. 262) :

«Si nous étudions de plus prés les économies nées d’un accroissement
de I'échelle de la production, nous trouvons qu’elles se répartissent
en deux catégories : celles qui dépendent du développement général
de lindustrie (économies externes), celles qui dépendent des
ressources des entreprises indivuelles et de I'efficacité de leur gestion
(économies internes)».

Son analyse qui méle courte et longue périodes, équilibre partiel et
équilibre général est peu rigoureuse, mais elle met néanmoins en lumiére
le caractére positif des groupements et de l'interdépendance des agents
économiques. L'utilisation de la courbe de prix d’offre 'empéche de faire
la distinction entre les économies provenant de mouvements de prix et les
¢conomies technologigues. Ses nombreux exemples se référent le plus sou-
vent aux €conomies d’échelle (abaissement de certains couts fixes et possi-
bilité de création d’activités qui nécessitent un seuil minimum de volume
d’affaires) plutot qu'aux interdépendances techniques entre les agents bien
que dans son esprit les deux sortes de concepts soient présents. S'il parle
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essentiellement de l'aspect positif des externalités, quelques remarques
montrent qu’il est trés conscient du probléme théorique des déséconomies ;
cependant, comme i son époque ce n’est pas tellement un probléme de fait,
Marshall I’écarte généralement (1961, p. 267).

«Il faut sans aucun doute déduire (des avantages) les difficultés crois-
santes 4 trouver solitude, calme et méme air pur ; mais il y a dans la
plupart des cas «some balance of good» ».

Marshall croit avoir apporté, a 'aide des effets externes, une réponse
au probléme de la compatibilité entre concurrence parfaite et rendements

croissants(*). La polémique qui se développera par la suite s’attachera i
détruire ce but sans percevoir I'intérét des concepts introduits par Marshall.

A cbdté de cette présentation dynamique, Pigou a défini (1960, 2°
partie, chapitre IX) trés clairement le concept d’effet externe statique.
I n'utilise pas le terme d’économie externe qu’il réserve & I'approche
«croissance» de Marshall (1961, 2° partie, chapitre XI, Increasing Supply
Prices). Le cadre utilisé est celui de la théorie statique de 'optimum. La
réalisation de l'optimum exige 1'égalité des produits marginaux sociaux
nets(®) alors que les intéréts privés ne réalisent que I'égalité des produits
marginaux privés nets. Toute cause de divergence de ces produits margi-
naux sociaux et privés éloigne de 'optimum. Les «effets externes statiques»
sont I'une de ces causes qu’il examine.

«Ici (la 2° cause), le point essentiel est qu'une personne A en rendant
un service rémunéré i une autre personne B rend incidemment des
services ou crée des dommages 4 d’autres personnes (non productrices
de tels biens) tels que des paiements ne peuvent étre réclamés aux

bénéficiaires ou des compensations demandées par les parties 1ésées».

Il donne ensuite une série d’exemples tels I'implantation de foréts,
la lumiére i la ported’une maison qui éclaire la rue, le dispositif antifumée,
la recherche ou la construction d’une usine dans un quartier résidentiel.

Pigou propose alors une solution (1960, p. 192) :

«Il est possible pour I’Etat, s'il le veut, d’éliminer les divergences par
des «encouragements extraordinaires» ou des «contraintes extraor-
dinaires». .. Les formes les plus évidentes d’encouragements et de
contraintes que I'on peut imaginer sont les subventions et les impots».

(2) Voir Chipman (1970) et Ch. II pour une interprétation possible et une pré-
sentation rigoureuse de ce résultat.

(3) Pour une définition, écoutons Pigou (1960, p. 134) : «Le produit marginal
social net est le produit total net de biens physiques ou de services objectifs di a un
accroissement marginal de ressources. . ..
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Il tire de la vie économique des illustrations de telles subventions. Il
ajoute (1960, p. 194) :

«Parfois, lorsque les liaisons entre les différentes personnes concernées

sont trés complexes, le gouvernement peut trouver nécessaire d’exer-

cer certains contrdles autoritaires en sus des subventions qu’il

accorde».

Le chapitre IX de Economics of Welfare a été 4 'origine d’une «tradi-
tion pigouvienne» qui a souvent débordé le cadre défini par Pigou ; remar-
quons, en particulier, qu’il se place dans les conditions de la concurrence
parfaite lorsqu’il propose sa solution.

Clapham (1922) entame alors la controverse des «boites vides». Les
concepts (boites) dindustries a rendements croissants, constants ou décrois-
sants utilisés par Marshall et Pigou ne recouvrent, d’aprés lui, aucune réalité.
De plus, méme s'il était possible d’identifier ces industries ce serait inutile.
La réponse de Pigou (1922) est vigoureuse ; certes, il est difficile de déter-
miner statistiquement quelles industries ont des rendements décroissants,
constants ou croissants, mais l'effort des théoriciens et des praticiens
permettra certainement d’y parvenir bientdt. Si c’est impossible, I'utilité de
ces concepts sera de mettre en évidence le dogmatisme de nombreuses
mesures de politique économique qui implicitement font de telles hypo-
théses. Nous n’insisterons pas ici sur les détails souvent confus de cette
grande controverse d laquelle participent aussi Young, Robertson, Knight,
Robinson, Sraffa, Kahn. Elle aboutit, enfin, avec Viner (1931) 4 I'aide de
sa distinction fondamentale entre économies et déséconomies pécuniaires
ou technologiques intimement liées dans la pensée de Marshall. On peut
alors faire le point de la théorie.

Les effets externes statiques exposés par Pigou sont technologiques ;
ce sont les seuls a avoir une signification pour la théorie du bien-étre ;
cependant, ils sont peu importants. Les autres économies ou déséconomies
externes lices aux rendements croissants ou décroissants sont pécuniaires,
c’est-a-dire passent par I'intermédiaire des prix de marché et révélent scule-
ment la nécessité d’une analyse d’équilibre général.

BREF HISTORIQUE 17

3. LA CLARIFICATION DES CONCEPTS

Les conclusions tirées de la controverse des «boites vides» ont conduit
a un désintéressement du sujet des effets externes. En 1943, Ellis et Fellner
publient un article qui reprend les analyses de Pigou, Young, Sraffa,évo-
quées ci-dessus. Leur étude des déséconomies externes ne concerne pas les
«déséconomies authentiques qui proviennent de phénomenes tels que la
nuisance de la fumée, le gaspillage des ressources naturelles. . .», c’est-d-dire
les déséconomies externes technologiques. Lorsqu’ils parlent d’économies
externes, sans étre convaincus de lintérét du sujet («si les économies
externes existent»). ils confondent économies pécuniaires et technolo-
giques. Ils font néanmoins une distinction importante qui n’a pas été, 4
notre avis, suffisamment exploitée entre les économies externes «réver-
sibles» qui «apparaissent avec un accroissement de 'output mais disparais-
sent lorsque par la suite l'output diminue» et les économies externes
«irréversibles». Ces derniéres nécessitent une théorie dynamique qui n’est
pas faite et qui devrait en particulier justifier en avenir incertain des
mesures de politique économique injustifiables dans une théorie statique.

A la méme époque, dans leurs études sur l'industrialisation des pays
sous-développés, Rosenstein-Rodan, Nurske, Hirschman, Chenery font un
egrand usage du concept d'économie externe pécuniaire et retrouvent
certaines des idées de Marshall sur 'intérét des externalités dans le proces-
sus de croissance. L'importance de ce secteur de I'analyse économique s’est
révélée de premier ordre (probléme de l'incitation a investir, des poles de
croissance. . .) mais peu a peu les économistes se sont rendus compte qu'il
repose sur les mécanismes classiques des marchés et des prix et ne nécessite
pas de concept spécifique. L'article de Scitovsky (1954) a le mérite de
clarifier une nouvelle fois la distinction entre les deux types d'effets
externes (pécuniaires ou technologiques). L'inutilité de lintroduction du
concept d’effet externe pécuniaire sera méme par la suite reconnue par
Scitovsky dans une correspondance privée avec Mishan (%). Désormais, par
effet externe, il sera entendu, effet externe technologique, c'est-d-dire,
tout effet indirect d’une activité de production ou d'une activité de con-
sommation sur une fonction d'utilité, un ensemble de consommation ou

(4) Inspirés par Arrow [voir note de bas de page n° 16 dans I'article de Scitovsky
(1954)], W. Heller et D. Starrett (1974) ont fait une tentative pour sauver le concept
d’effet externe pécuniaire. Il peut exister une interdépendance non technologique entre
les agents qui ne passe pas par les prix en ’absence de marchés futurs.
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une fonction de production. (°)

Meade (1952) a été le premier 4 prendre nettement conscience de
ce clivage définitif et a étudier les effets externes technologiques en tant
que tels. Son article marque le début de la théorie moderne des effets
externes. Nous allons 'analyser en quelque détail.

Meade se place dans un cadre de concurrence parfaite et examine les
effets externes de production marginaux au sens oll «1ous serons concernés
seulement par de petits ajustements par rapport 4 des structures concurren-
tielles existantes» (1952, p. 185). Cette méthode d’analyse partielle sera
critiquée & lasection 4. 11 formalise 1’effet externe en introduisant dans la
fonction de production d’une entreprise activité de production d’'une
autre entreprise représentée par un output ou un input ou méme par 'en-
semble du vecteur de production. L’objet essentiel de son article est alors
de distinguer deux sortes d’effets externes, les facteurs non payés et les
«créations d’atmosphére».

Le premier type est illustré par I'exemple de 'apiculteur et du verger :
les abeilles fournissent le service de fécondation des fleurs au propriétaire
des arbres fruitiers qui, de son coté, fournit du suc a I'apiculteur. Il s’agit
d’économies externes réciproques. D’aprés Meade, la caraciéristique des
facteurs non payés est I'existence de rendements d’échelle constants pour
la société dans son ensemble et non-croissants pour les industries indivi-
duelles. Certains facteurs ne sont pas rémunérés a leur productivité margi-
nale sociale. Pour y remédier, il suffit de créer des institutions adéquates
qui permettent I'appropriation des effets externes : il est alors possible
de rémunérer les facteurs a leur productivité marginale sociale puisqu’il y a
rendements constants au niveau global.

Le deuxiéme type d’effets externes est la «création d’atmosphére»
tel le reboisement d’un terrain qui modifie le régime des pluies sur
I'ensemble des terres voisines. Il y a, d’aprés Meade, rendements constants
pour les entreprises individuelles et rendements croissants pour I’économie
dans son ensemble. Ceci exclut la rémunération selon la productivité margi-
nale sociale s’il n’y a pas d’apport extérieur.

En fait, il nous semble que la distinction intéressante de Meade est
celle entre effets externes a destruction par I'usage et effets externes sans

(5) Nous avons voulu consacrer cette étude aux effets externes proprement
dits et nous avons exclu de notre analyse les biens publics en insistant sur le caractdre
indirect des effets externes. Toutefois, bien que la théorie des biens publics soit sensi-
blement différente de la théorie des effets externes (en particulier la théorie positive),
un grand nombre de résultats de cet ouvrage peuvent s’interpréter en termes de biens
publics (voir en particulier J.C. Milleron (1972)).
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destruction par I'usage qui posent des problémes différents pour la poli-

tigue économique. Nous en voulons pour preuve I'énoncé suivant (1952,

P LN
«Un facteur de production et une «atmosphére» sont des conditions
qui affectent l'output d’une certaine industrie. Mais I'atmosphére
est une condition fixe de production qui reste inchangée pour tous les
producteurs de l'industrie en question. .. quelle que soit I'échelle de
la production de cette industrie. D’autre part, le facteur de production
est une aide 4 la production d’un montant fixe disponible en quantités
moindres pour chaque producteur de I'industrie lorsque le nombre de
producteurs croit. . .».

On peut rattacher a cette partie la contribution plus tardive de
Buchanan et Stubblebine (1963) qui cherchent a préciser la terminologie
dans le cas d’un seul effet externe. Leur apport nous semble étre de remar-
quer qu'a I'optimum il peut subsister des effets externes et de proposer
la définition d’effet externe infra-marginal quand I'effet marginal d’un
accroissement de 'effet externe est nul. Ils ajoutent que I'existence d’effets
externes ne justifie pas en soi une intervention quelconque qui serait
inopportune dans le cas infra-marginal.

A ce stade, la théorie se place donc dans une situation de concurrence
parfaite et propose généralement comme solution la taxation empruntée
d la tradition pigouvienne. Une certaine clarté dans I'analyse du concept
d’effet externe technologique a été obtenue ; le débat va maintenant
se déplacer sur le probléme de la solution gqu’un courant d'économistes
va remettre en question.

4. UNE NOUVELLE APPROCHE

Dans Economics of Welfare, Pigou a tracé les grandes lignes de l'inter-
vention de I'Etat pour atteindre 'optimum en présence d’effets externes.
Il I'a fait sans grande rigueur ; aussi il s’est développé une tradition pigou-
vienne essentiellement orale qui précise les remédes i apporter aux exter-
nalités par subvention et taxation. La pensée de Pigou, peu explicite il
est vrai, semble beaucoup plus nuancée que la tradition pigouvienne.

Pigou dit seulement qu’il faut imposer I'émetteur de déséconomie
cxterne et subventionner I'émetteur d’économie externe pour réaliser
I'égalité des coflits et recettes marginaux sociaux, c’est-i-dire pour que
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soient réalisées les conditions du premier ordre de 'optimum. Il précise
qu’il se place dans un cadre d’hypothéses qui assure la suffisance de ces
conditions (en particulier unicité du maximum). Il semble que dans son
esprit I’Etat doive financer les subventions et percevoir les impots : on
congoit donc qu’il puisse y avoir un probléme de financement global
(cf. Meade (1952)). 1l ne fait pas de lien entre celui qui émet et celui
qui regoit I'effet externe.

La politique économique inspirée de Economics of Welfare a été
I'objet d’une attaque vigoureuse et originale par Coase (1960) qui a été
a 'origine d’une nouvelle approche des effets externes.

«Je soutiens que les types d’action suggérés sont inappropriés car
ils conduisent a des résultats qui ne sont pas nécessairement, et méme
habituellement désirables» Coase (1960. p. 2).

Il met d’abord en évidence la nature réciproque du probléme et
explique le point important suivant : la situation de référence par rapport
a laquelle une politique corrective doit étre envisagée n’est pas forcément
la position zéro. Nous pouvons essayer de clarifier ceci par un exemple.
Considérons une entreprise bruyante qui s’installe dans un désert : un
autre agent s’établit 4 coté d’elle et subit des pertes dues au bruit. 1l ne
semble pas a Coase que l'entreprise bruyante ait 4 payer un impét. En
effet, la solution de référence, définie par des droits, peut n’étre pas une
absence d’activité. On peut estimer en I'occurence que c’est plutot a I'agent
qui arrive de payer pour obtenir une diminution de I'externalité. On rejoint
alors une deuxiéme idée de Coase selon laquelle le probléme ne doit pas
seulement étre examiné 4 la marge mais aussi globalement. En effet, ici,
la solution est que I’entreprise nouvelle s’installe dans un autre endroit
isolé du désert si les pertes qu’elle subit sont supérieures aux bénéfices
quelle retire de la proximité de la premiére entreprise et si le cot d’éli-
mination totale ou partielle du bruit est supérieur aux pertes qu’elle subit.

A notre avis, la deuxiéme critique de Coase est tout a fait justifiée
bien que lutilisation sousjacente du critére du surplus doive étre pru-
dente. Cependant, lorsqu’un raisonnement marginal est suffisant (absence
de non-convexités), le probléme de la situation de référence est seulement
un probléme de répartition des revenus et non d’allocation optimale des
ressources. L’existence de procédés de purification introduit souvent des
non-convexités(®). Coase donne 'exemple suivant : une entreprise cause
des déséconomies d'une valeur de 100 dollars. Pour y remédier, elle peut

= .AS Voir Bohm (1970) pour une analyse de certains problémes posés par les pos-
sibilités ae purification.
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installer un dispositif qui coiite 90 dollars, alors qu’avec 40 dollars, les
consommateurs qui subissent l'effet externe peuvent s’en débarrasser.
Coase en conclut qu'il ne faut pas taxer l'entreprise si on veut obtenir
I'optimum.

Il apparait donc que le principe «le pollueur sera le payeur» issu
de la tradition pigouvienne peut ne pas conduire & un optimum de pro-
duction. (Notons que Coase interpréte la tradition pigouvienne en disant
que Pémetteur d’externalité négative doit payer un impot égal aux dom-
mages créés ; voir la différence avec l'interprétation donnée ci-lessus).
Coase propose alors que I'Etat détermine des droits communs concernant
les responsabilités des externalités qui pourront étre remis en question
par des négociations entre parties. Ces négociations permettront d’atteindre
une valeur maximale de la production (cf. exemple ci-dessus). Cependant,
lorsqu’elles sont cofiteuses. il peut étre préférable que I'Etat impose une
solution. Coase émet des doutes sur la valeur d’une intervention gouver-
nementale souvent souhaitée par les économistes et qui est en général
trés couteuse. Parfois mieux vaut le laissez-faire.

En résumé, le juriste Coase par une approche trés concréte introduit
de nombreux problémes nouveaux (possibilités de purification. couts
de mise en ceuvre, analyse non marginaliste nécessitée par I'existence de
plusieurs maxima) qui modifient les résultats de I'analyse classique. En
fait, il introduit dans le modéle classique des phénomeénes exclus par
hypothése. Aussi ses critiques n’ont pas toujours la valeur de son apport.

Davis et Whinston (1966) abordent le probléme sous la forme de
deux entreprises aux externalités réciproques, c’est-d-dire encore une fois
dans un cadre d’analyse partielle. Ils mettent I'accent sur le role des fu-
sions, entendues comme négociations ayant abouti 4 une maximation
jointe des profits qui internalisent une part importante des effets externes.
Ils ont conscience de I'impossibilité de résoudre le probléme en multipliant
le nombre d’agents.

«les problémes d’externalités comprennent de nombreux aspects
des problémes de duopole. .. : ces problémes restent inchangés si le
nombre d’entreprise considérées croit.»

(On retrouve ceci du point de vue théorique dans l'impossibilité
d’obtenir des théorémes limites généraux et intéressants). Leur distinc-
tion entre séparabilité (cot marginal d’une entreprise indépendant des
activités des autres) et non-séparabilité ne nous semble pas trés intéres-
sante ; néanmoins, elle leur permet de poser le probléme de I'interdé-
pendance qu'une approche non-coopérative peut permettre de décrire.

Leur facon de poser le probléme fait penser 4 une autre modélisation
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pour tenir compte de l'incertitude créée par la méconnaissance des acti-

vités des autres, qui serait un équilibre temporaire avec incertitude sur
les outputs.

Buchanan et Stubblebine (1962) reprennent dans la deuxiéme partie
am _c:w article I'argumentation de Coase. L'ensemble de ces articles est
résumé par Turvey (1963) qui fournit une synthése des vues de cette
nouvelle ligne de pensée : ensemble de critiques portant sur la difficulté
et le o.o_..: .ac la solution d’imposition ; si a la solution de la taxe s’ajoute
une :nmoo._mao:, la solution obtenue n’est pas optimale (voir également
sur ce point I'exposé de Pearce et Sturmey (1967)) ; la taxe mo: étre
w.o\zm“:o: de I'effet externe réellement émis et pas seulement d’un paramétre
lié a ?Qﬂ externe ; intérét de la solution de négociation ; pour des effets
nxdnﬁmm a concernement public, il faut en général une solution collective
qui risque d’étre trés colteuse d’ou l'orientation vers des solutions de
second rang obtenues par réglementation étatique.

\_w son noc_._._m solution de négociation a été critiquée en particulier
par .c.fm:_...mm .Qomn: dont les arguments essentiels sont les suivants : lorsque
la négociation prend place les agents ne se conduisent plus comme en

Eﬁ:mn:.u:.am concurrence ﬁmaE:m ; des menaces apparaissent et peut-étre
des créations artificielles d’effets externes négatifs. La négociation semble

particuliérement difficile dans le cas non séparable et lorsque les agents sont

:.oEcE:x (cf. Turvey), et lui apparait donc ne pouvoir étre qu’'excep-
tionnelle.

5. LE POINT DE LA THEORIE

Les nombreux travaux suscités au cours de la derniére décennie
par une prise de conscience collective de 'importance des effets externes
technologiques ont considérablement clarifié la théorie économique des
cffets externes, si ce n'est encore le débat public sur la question. Nous
avons assemblé ci-apres les résultats essentiels.

a) La création de marchés artificicls de droits pour les externalités
Tu.m. Arrow (1969)) se heurte a4 de nombreux problémes dans une écono-
mie décentralisée. Il existe tout d’abord des non-convexités fondamentales
?o.:. Starrett (1972) et Ch. II-III) dans le cas des effets externes négatifs
am: ".Q..Ena le fonctionnement de ces marchés impossible. Intuitivement
m__. existe un prix positif pour une externalité négative, le E.oa:nﬂmcm
qui la subit voudra en absorber une quantité infinie et arréter sa produc-
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tion ce qui lui assure un profit infini. Il ne peut donc exister d’équilibre
avec un prix positif pour P'externalité. Dans le cas des consommateurs
cette difficulté n’apparait pas puisque la désutilité due a l'externalité
croit avec celle-ci, 4 moins que le consommateur puisse y échapper (par
exemple en ne se baignant pas si ’eau est polluée). Si 'on ignore ce pro-
bléme, il est illusoire de penser que les agents économiques vont avoir un
comportement concurrentiel sur ces marchés bilatéraux. Enfin, si ces
marchés n’ont pas encore été créés, c'est peut-étre souvent parce que les
couts de transaction qu'ils impliquent excedent les bénéfices qu'ils rap-
portent (cf. Heller-Starrett (1974)). 1l reste que dans certains cas parti-
culiers d’externalités d’atmosphére, la création de marchés de droits animés
par des agences gouvernementales peut conduire a une allocation efficace
des niveaux de pollution optimaux.

b) La solution optimale de taxation-subvention (solution pigouvienne)
qui nécessite un systéme trés complexe de taxes indirectes personnalisées,
de taxes forfaitaires (lump-sum taxes) et un comportement concurrentiel
(voir Starrett (1972) et Ch. I1I) est de facon trés générale (conditions de
convexité) une condition de premier rang dont lutilité théorique est
de permettre une classification des situations déviantes. Les exemples
suivants sont tous des cas ot l'une des hypothéses ci-dessus est non-
satisfaite.*11 faut donc les traiter comme des problémes de second rang
(voir Ch. IV).

i) Buchanan (1969) a donné un exemple dans lequel la solution
pigouvienne peut conduire 34 une situation moins favorable que le laissez-
faire si l'agent économique concerné est un monopole. En effet, le mo-
nopole conduit a4 une contraction de I'output par rapport i I'allocation
concurrentielle. Dans le cas d’un effet externe négatif, une taxe pigou-
vienne contracte encore I'output. alors que la contraction due au compor-
tement monopolistique pouvait étre proche de la situation optimale.

ii) La nécessité de taxer la bonne variable a été soulignée par Plott
(1966) et ceci peut étre impossible si certaines variables d’activité ne sont
pas observables. _

iii) On peut étre contraint d'utiliser des taxes uniformes (non person-
nalisées), Diamond (1973), ce qui peut conduire i des solutions de second
rang surprenantes comme la taxation de biens complémentaires ou substi-
tuts et non la taxation du bien directement lié a I'effet externe (Green-
Sheshinski (1974)).

iv) Lorsque dans I’économie concernée il existe déja un systéme de
taxes, la taxation optimale n’est pas pigouvienne (Sandmo (1975)).



24 EFFETS EXTERNES ET THEORIE ECONOMIQUE

¢) L'approche “théorie des jeux” du probléme des effets externes
initiée par Shapley et Shubik, n’a pas encore abouti i des résultats bien
satisfaisants. Lorsque les effets externes sont positifs, le cceur est en général
non vide (Shapley-Shubik (1969). Ch. V, Rosenthal (1971)). Cependant, il
est difficile de définir le cceur (ensemble des imputations qui ne sont
bloquées par aucune coalition). car ce que peut réaliser une coalition
dépend du comportement du complémentaire de la coalition et toute
hypothése sur ce comportement conduit & un coeur particulier. Diverses
tentatives pour rationaliser ce choix n’ont pas encore donné de résultats
intéressants. Quand les effets externes sont négatifs, il peut étre vide et on
ne sait pas caractériser les économies pour lesquelles il est non vide si ce
n’est dans le cas particulier d’effets externes impersonnels dans une éco-
nomie d'échange sans libre disposition (Starrett (12739,

d) Les problémes posés par les effets externes a la planification
centralisée de I'économie ont été abordés dans quelques études, qui ont
propasé des mécanismes d’échange d'information permettant d’atteindre
un optimum de Pareto (Davis et Whinston (1966), Aoki (1971), Ch. VI).
Cependant, la question cruciale des motivations des agents économiques
est ignorée. Groves (1974) a récemment fait une contribution importante
sur ce difficile probléme. Il a appliqué au cas des effets externes i concer-
nement collectif un mécanisme qu'il avait mis au point pour conduire
les agents économiques i révéler leurs préférences pour les biens publics.
Il s’agit, par un choix approprié¢ de transferts monétaires, de faire coin-
cider lintérét privé des agents économiques avec la révélation de leurs
vraies préférences ou technologies, cest-a-dire, ici. la révélation des vrais
impacts des externalités (voir Ch. IX).

e¢) Diamond-Mirrlees (1973) ont fourni un début de caractérisation
des économies dans lesquelles, en I'absence d’effets revenus, les allocations
des équilibres concurrentiels non coopératifs(?) représentent un excé-
dent (déficit) par rapport aux optima de Pareto des biens produisant
des effets externes négatifs (positifs). Buchanan et Kafoglis (1963) avaient
en effet foumni un exemple ou les résultats contraires (peu intuitifs)
apparaissent.

f) Notons le travail de Ayres et Kneese (1969) qui ont introduit
une approche plus concréte des problémes d’externalités. Ils voient la

(7) Dans un équilibre concurrentiel non-coopératif, chague agent maxime son
utilité (ou son profit) en considérant les prix et les actions des autres comme fixés,
Voir Arrow-Hahn (1971, chap. 6), Ch. II pour des démonstrations d'existence de
ces équilibres non-coopératifs.
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pollution de I'environnement comme un probléme de Jm.__m:nw Hmzm%
entre ce qui entre dans les processus de production (de Hnn.OﬁcE_w tout
entiére) et ce qui en sort. Aprés avoir noté que l'offre de anno::.:ou.am
la nature (que l'on peut interpréter a 'aide d’une fonction de E.on_:n:,o.:
de la nature) est nécessairement limitée, que les possibilités de Ho\a_@-
cation de cette fonction de production (possibilités de Uclmommoa.nmoow-
sitent un cadre théorique plus vaste que la théorique statique de I'optimum,
ils €élaborent un modéle de Leontief généralisé qui prend en compte les
externalités. En plus de la prise de conscience qu'il s'agit bien d’un pro-
bléme d’équilibre général, ce travail montre la nécessité de E.n.onmﬂz.hnzoz
de statistiques d’externalités si I'on entend é€laborer une politique écono-
mique valable.

¢) La nécessité de raisonner dans un cadre intertemporel pour traiter
les problémes importants que constituent le gaspillage des _.mmmccw.nmm‘. _J.mE-
relles, l'accumulation des déchets de toutes sortes, lirréversibilité de
certains effets externes, a conduit 4 la multiplication rapide de modéles
de croissance incorporant des externalités. Malgré la multiplication des
modéles, 4 notre connaissance. les résultats de ces études ne sont _um”u,
encore trés éclairants. Un output possible de cette approche pourrait
étre, avec l'introduction d’un avenir incertain, la justification théorique
des solutions maximin qui conduisent 4 des politiques de mmno:a rang
(quotas de pollution, par exemple) peu justifiables dans les modéles actuels.



CHAPITRE 1II

EQUILIBRE CONCURRENTIEL (%)

1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous construisons un modele qui fournit une des-
cription cohérente du fonctionnement d’une économie décentralisée avec
effets externes, dans laquelle les agents économiques maximent leurs fonc-
tions objectifs en considérant 'environnement et les prix comme fixés.
Ce modéle est une idéalisation qui nous permet d’analyser une économie
de marchsés livrée a elle-méme, dans laquelle toutes sortes d’effets externes
sont présents. De plus, il est un point de départ remarquablement clair
pour I'étude des politiques économiques destinées a remédier aux incon-
vénients de D'excessive décentralisation des comportements €conomiques
en économie de marchés.

La section 2 est consacrée i la présentation détaillée de I’économie
que nous étudions. La démonstration de I'existence d’un équilibre concur-
rentiel avec effets externes fait I'objet de la section 3. Les exemples pré-
sentés dans la section 4 permettent de comprendre le role joué par les
diverses hypothéses. La relation entre la production d’équilibre et la pro-
duction optimale est discutée aux sections 5 et 6. Enfin, le modéle de
ce chapitre est utilisé pour donner une interprétation statique des idées
de Marshall sur la compatibilité entre rendements croissants et concur-
rence parfaite.

(1) Ce chapitre est basé sur un article joint avec Guy Laroque : “Effets Externes
et Théorie de 'Equilibre Général”, Cahiers du Séminaire d'Econométrie n® 14 CN.R.S.,
1972.
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2. DESCRIPTION DE L’ECONOMIE AVEC EFFETS EXTERNES

Nous considérons une économie qui comporte L biens privés (indicés
par £ = (1,..., L), J producteurs (indicés parj = 1,....J)et I consom-
mateurs (indicéspari =1,...,1).

A) Producteurs

L’activité du producteur j est représentée par un vecteur ¥/ de I’espace
des biens R" dont les composantes positives sont des outputs et les compo-
santes négatives des inputs. De méme, l'activité du consommateur i est
représentée par un vecteur x' de R' dont les composantes positives sont
des consommations et les composantes négatives des outputs comme le
travail.

L’ensemble de production Y/ du producteur j dépend, par linter-
médiaire des effets externes, des décisions prises par les autres agents
économiques, c'est-d-dire les autres producteurs et les consommateurs.

Soit 7/ le vecteur de R*—1 défini par 3/ = (p!,. .., p/=t, p*, . 9D
et soit x le vecteur de RM défini par x = (x!...., x}).

Nous avons besoin tout d’abord d’une hypothése technologique

FRL)

qui assurera la ““continuité” du comportement des producteurs.

Hypothése 1 : La correspondance de production du producteurj, Y’ (37, x)

est une correspondance semi-continue inférieurement 4 valeurs convexes
. ; L+J-1) Iz

et 4 eraphe fermé de R dans R* ; de plus

V(3 , x) € RLUH-D _ ge Y/ (3, x)
En termes économiques, cette hypothése assure essenticllement que,
pour chaque valeur de son environnement (¥/, x), I'ensemble de pro-

duction du producteur j est 4 rendements décroissants ou constants. De
plus, 'inaction lui est possible. quel que soit cet environnement.

Le comportement des producteurs est paramétrique ou non coopé-
ratif au sens précis suivant :

Hypothése 2 : Le producteur j maxime son profit dans son ensemble de
production en considérant son environnement et les prix comme fixés
(les astérisques désignent les variables que 'agent considére comme fixées) ;
son programme d’optimation s’écrit :

Max p* y/ | y/ € Y/ (3*, x*)
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On appelle programme de production global le vecteur y de RY
obtenu par juxtaposition des décisions de production individuelles
y = (¥',..., »"). Pour chaque environnement de consommation, x € R",
I'ensemble des programmes de production possibles constitue un sous-
ensemble Y(x) de RY défini par :

Yx) =iy eY F/.x),i=1,.... 1
Il est important d’observer que nous n’exigeons pas que Y(x) soit convexe.

Pour assurer l'impossibilité de la production libre et lirréversibilité de
la production asymptotiquement, nous utilisons I'hypothése suivante

Hypothése 3 ¥x € RY si (0',... . y) € AY(x)

1

W g - i

et M__ y' >0 alors y et
i=

Il
e
L—

(la lettre A désigne le cone asymptotique d 'origine).

B) Consommateurs

L'ensemble de consommation X' du consommateur i dépend, par
lintermédiaire des effets externes, des décisions prises par les autres agents
économiques, cest-i-dire les autres consommateurs et les producteurs.
Soit ¥* le vecteur de RYI-D défini parx’ = (x', ..., x" 1, x*, .., xh).
Soit w’ € RY, le vecteur de ressources initiales possédées par le consom-
mateur i et soit ¥, j=1,..., J, ses parts des diverses entreprises (et

1
donc des divers profits) ot a” =0 Vi, jet Y of = 1.

et
i=1

Hypothése 4 : La correspondance ensemble de consommation du consom-
mateur i, X' (X%, y), est une correspondance semi-continue-inféricurement
a valeurs convexes et graphe fermé de R*U*!~1) dans R* ; de plus

V(y, %) € RWH-1  4i€intX (&, )

En termes économiques, cette hypothése assure essentiellement
que I'ensemble des vecteurs de consommation possibles est convexe.
De plus, le vecteur des ressources initiales n'est pas un minimum vital
quel que soit 'environnement.
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Chague consommateur { a un préordre de préférences = défini sur le

graphe GX' de sa correspondance ensemble de consommation X, 0
inclus dans RV En plus des effets externes sur les ensembles de
consommation, il existe donc des effets externes sur les préféren ces.

Hypathése 5 -

a) Les préférences sont continues, c’est-a-dire ;
v (x", X", ") € GX', les ensembles
{xXFlxP e XIEY, YY) et (21X, p") w?._._ X, et
i EXIET, ) et (XL p) e (L FT, 3N
i

sont fermés.

b) Les préférences (pour les biens privés) sont convexes :
V(x, ¥, EGX et V%, X, py)EGX

tels que : (x5, %, )=~ (', X, )
i

QX+ {1 =N X, ) eG", %,y vAE0, N

c) Il ¥ a absence de satiété

v(x', X, ) EGXY, 3 (x", X!, y) € GXF

tels que : x'

LEL e X )

De fagon analogue a HI, les hypothéses H4 et H5 ont pour but de _
garantir la «continuités du comportement des consommateurs. H5 dit i
essentiellement que, pour chaque valeur de son environnement, les préfé-

rences du consommateur / sur les biens privés qu'il consomme doivent
étre continues, convexes et non satiables.

Notons que I'hypothése de continuité des préférences HSa assure
ici Texistence d'une fonction d'utilité continue #! définie sur GX' qui
foumnit une représentation numérique des préférences.

Le comportement des consommateurs est aussi non coopératif au sens
suivant ;

Hypothése 6 © Le consommateur ¢ maxime son utilité dans I'intersection
de son ensembie de budget et de son ensemble de consommation, en
considérant son environnement et les prix comme fixds ; SOn programme
d’optimation s’écrit :
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Max ! (x',X*1, p¥)
]
p* X M__Gw w + M Qaﬁ*.ﬁi
i=t
Cn‘. w.ﬁq u\*v 1= ON_.
Pour chaque environnement de production y € RY', Iensemble

des programmes de consommation possibles constitue un sous-ensemble
X(y) de RY! défini par :

X ={x',. ... xYxeXiE&, p,i=1,...,1}
Nous aurons aussi besoin de Ihypothése asymptotique suivante

pour empécher des productions infinies.

Hypothése 7: ¥y € R™, AX(y) C RY

C) Equilibre

L'’homogénéité de degré zéro des correspondances d’offre et de
demande permet de restreindre I'espace des prix au simplexe P de 'espace
RL

L
P=(p/p€R", Y p=1.p,20.2=1,...,1}
g=1

Etant donné une décision de production ou de consommation de
chacun des agents de ’économie, le vecteur excédent de demande associé
est défini par :

Définition 1 . On appelle équilibre concurrentiel avee effets externes un
(I + 7+ 1) — uple de vecteurs de R | (x*!, _ x*L p*r y80 p#)
tels que :

i) p* y* = Max {p*y// Y EYI(F* x*} j=1,...,]

i) wf (%, ¥, p*) = Max {uf(xF, X %1, p%y/xi € X2, p™),

1
prx! <p*w + Y o pry) i=1,...1
= =
1 3 !
iiNzr= 2 x¥ - 3y - ¥ w'<0 avec p* z*=0
(=1 i=1 =i =
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3. EXISTENCE D'UN EQUILIBRE CONCURRENTIEL

AVEC EFFETS EXTERNES

Notre démonstration est une généralisation de la démonstration

classique d’Arrow-Debreu (1954) dont le schéma est le suivant :
A) Construction d’un jeu auxiliaire ol les ensembles de choix sont

B) Démonstration de I’existence d’un point fixe dans le jeu auxiliaire.

compacts.
C) Identification du point fixe du jeu auxiliaire avec un équilibre

concurrentiel non-coopératif.
A) Soit T I'ensemble des allocations réalisables de 1’économie E
=

o W IR E XIS )

=L e

T= ) caqx?
yi € YI(3/, x)
1 z h ] 3
TH#H-F yi- ¥ w0
=1 i=1

i=1

Sous H3, H7, T est borné.

Lemme

=1

Démonstration (*) : Soit :
\_j_ = U X(y)xy
YE W—..ﬁ
1_;n = &b xx Yix)
reRLI
n - h - H -
T, ={x. )Y = ¥ -3 w <0}
i=1 i=1

T=T, 07T, 1T,
AT C AT, N AT, N AT,
)
X =0

~ —
T, = {Ce, 0¥ Y x*—
j=1

i=1

Donc :

Si:

Alors : AT, = AT,
(x, »¥,) EAT N AT, N AT,

Soit :
(2) Voir Debreu (1959, Ch. 1) pour les propriétés des cones asymptotiques

utilisées ici.

EQUILIBRE CONCURRENTIEL
X, SAX(y, ) xt20 i=1,...,1parH7
1 1
(o sy e Kl A= g0 23 X2
i : j=1 =1
D’ot par H3, =0 j=1,.:5,T
] I
Mais : Yok 2 Yxi2x =0
j=1 i=1
x5 =0 d=ls el
T est borné Q-E-D

entraine :
AT = {0} et
T étant borné, il existe un ensemble compact convexe C de R conte-

Donc :
nant lorigine et tel que T appartienne a lintérieur de C!+J . Nous définis-
suit : il existe (I + J+ 1) joueurs dont :

sons le jeu auxiliaire comme
— J producteurs qui maximent leur profit p* ¥y dans des ensembles
de choix : ¥/ (7% ,x*) = Y/ (7* ,x*) N C
— 1 consommateurs qui maximent leur utilité wi(xt, x*, y*) dans
des ensembles de choix définis par :
= V,Q.ﬁﬂt..\_‘.*u = Xi(x*, p*) N C

I o .
E*RMM%* wf + Max | O, M atl p%pt
=1

— Un agent répartiteur qui choisit le vecteur prix p dans P de fagon

4 maximer la valeur de 'excédent de demande
1 ) J . 5
pz* HﬁAM. X*_ N_ pF Vl_ x‘_v
g ___“HH i=1
Définition 2 : Un point fixe du jeu auxiliaire est un (I +J + 1) — uple
i g oy O Yl qie

de vecteurs de R* |, (x*!,
i) p*y* = Max {p* yijpyi e .w.ﬁ:.ﬂi.uxkx F=00 0 ed
X p¥)xi € XL, p¥),

) T S TR N Zﬁﬁu whxr; x

-— o "

p*xi < p*w' + Max |0, Y, o p*y¥ ,“
e i=1

iii) p*z* = Max {pz*/p € P}
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Un mot d’explication sur cette construction. Nous avons “compac-
tifié” les ensembles de choix originels en les intersectant par I'ensemble
compact C, qui est suffisamment grand (C'*! contient I'ensemble des
réalisables) pour ne pas causer de déformation génantes des offres et
des demandes. La substitution de

J ]
Max [0, Y o p*yp#i | 3 M 0 g
i=1 i=1
permet d’assurer que, pour tout le domaine de définition des variables
P, ¥, la correspondance de budget est non vide et suffisamment “‘continue’.

1
Cecine scra pas non plus génant par la suite car, au point fixe, ). o/ p* y*/
— - - Rl - . h..“— 3 L ad
sera positif. Enfin, nous avons introduit Iagent répartiteur qui modifie
les prix de fagon a réaliser I'égalité de I'offre et de la demande.

B) Pour démontrer I'existence d’un point fixe dans le jeu, nous construi-

Sons une correspondance qui applique ’ensemble C'*! x P dans lui-méme

et qui vérifie les hypothéses du théoréme de Kakutani. Pour la clarté
de la démonstration, nous noterons -

AL :

PxCH=px I1 ¢'x 11 ¢/

1=] i=1
i) Correspondance du consommateur ; : o'
Soit: I (p,x', y)= “ xijxie X! (x%, ) et

3 3 H.J 2 - ]
px'< pw'+ Max | 0, W. a' pyl “
= o

I (p, x', y) est une correspondance continue a valeurs non vides convexes

J ex g :
dePx II C”x I C dans C' en vertu de H4 — HS (voir Debreu (1959)).
=1

e | It
P

La correspondance du consommateur i est alors définie par :
$l(p, %, ) = {Xifuf (37, ¥ y)=Maxu'(x', %" ),
x'€T(p, X, y)}

Nous sommes maintenant exactement dans le cadre des hypothéses
du théoréme du maximum, de sorte que nous pouvons en conclure que
@' est une correspondance s.c.s. a valeurs non-vides. De plus, @' est aussi

d valeurs convexes en vertu de la convexité des préférences HS — b et
de I (p, X', y) par H4.

EQUILIBRE CONCURRENTIEL

ii) Correspondance du producteur;j : ¥/
Soit:  Y/(p,x.¥!) = (3/py’ = Max {pyi[y € Y (37, x)}

Nous sommes également dans un cas d’application du théoréme du
maximum, de sorte que ¥’ est une correspondance s.c.s. 4 valeurs convexes

- . |.— ._—
non-videsde P x I C'x II C' dans c/
q.-ll 3 m.
1 __.ﬁuu
iii) Correspondance de ’agent répartiteur : £

5w -

i=1

I : Tgmt
Soit : mQ::uw mxmAM e
j=1

. 1 )
gmxﬁA_M_.&h_--thiMEhv_bcmw’
: o

i=1 i=1
Toujours par application du théoréme du maximum, cette corres-

R N (e

3 J o
pondance est s.c.s. 4 valeurs convexes non-vides de .nm Chx L_.Hra_ C’ dans P.
i= =

I suffit de juxtaposer les extensions canoniques des correspondances
o',i=1,...,1 ; ¥, j=1,...,1,% pour obtenir la correspondance
recherchée de P x _N_.m_ &l .Tm. C’ dans lui-méme.

Soit [—] cette correspondance telle que :

[£(x, »)
¢' (p, X', )

=1, %530 = | 8 (T 9)
G._FG«.K:_M_.

¥, x, 7))

[—] est une correspondance s.c.s. 4 valeurs convexes non-vides du

! i J i o - ¥ X
compact convexe non-vide P x I C'x II C/ dans lui-méme. D’aprés le
i=1 i=1

théoréme de Kakutani, elle a un point fixe

I R s
(p¥.x*, yHYyePx I Cix O ¢’
i=1

= i=1
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c’est-a-dire tel que :

prEEE(xY, ¥

x¥egi(p®, x¥, p*%) e SO |
YR PG W) f=1,...,]
C) Il reste donc a identifier ce point fixe 4 un équilibre de I'économie
Puisque 0 € Y/ (3%, x*), p*y¥ > 0,j=1,...,J etdonc
|—|J » e - u
Max | 0, > oY p*y* | = Dol ey
F=1 =1
En sommant terme & terme les contraintes de budget des consommateurs
) E
.y = 13 .
etenutilisant ¥ o« =1,/ =1,....] on obtient
i=1

I y J h 1
_O*N* = _G* AM X ../l;._ ._.u: e H ﬂ.___.v <0

i=1

-,
[N &

D’aprés le comportement de Pagent répartiteur :
o < p¥zE ‘NpEP
Si nous choisissons successivement p = (1.0, ...,0) :
({378 LS VIR 0, VoSl o I o 0 |
nous avons : z* <0, donc (x*, y*) € T.

Il faut maintenant montrer que si les agents ne sont pas restreints
a.mzm leur choix par I'ensemble compact C, ils prennent les mémes déci-
....mozw.go consommation ou de production. Pour cela. nous allons raisonner
par I'absurde ﬁ_.,ﬁ supposer qu’il existe pour le consommateur i un vecteur
de consommation x" appartenant a X* (x*', y¥)tel que :

u (X", XF, p*) > ut(x¥, X, p*)

Puisque (x*, y*) est réalisable, x* appartient 4 lintérieur de C.

Par conséquent, il existe A € ] 0, 1 [ tel que :

uNX'H (1 - N x* ¥ p*) > i (x* 5% p¥)

avec AxT+ (1 — N x*, ¥4, y*) € X' (x*, p*) N C
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x* ne serait pas alors un élément maximum dans X' (X*', y*) en
contradiction avec la définition de (x*, y¥). Le méme raisonnement
est applicable aux producteurs.

Finalement, on a p* z* = 0. Sinon, il existerait un / tel que

ﬁ*k&__ < __u* wi + M_“ QQ ﬁ*.ﬂ!..
/=1
en contradiction avec ’hypothése de non satiété HSc. Toutes les condi-
tions de la définition 1 sont réunies, ce qui compléte notre démonstra-
tion de D'existence d'un équilibre concurrentiel avec externalités. Nous
pouvons donc énoncer :

Théoreme 1 : Sous H1 a H6, il existe un équilibre concurrentiel avec
effets externes.

4. QUELQUES EXEMPLES

La plupart des hypothéses faites dans la section précédente pour
démontrer existence d’un équilibre concurrentiel avec externalités sont
de simples extensions des hypothéses usuclles d’existence d’équilibre
(Debreu (1959)). Avec quelques exemples, nous essayons dans cetic sec-
tion de donner une vision plus intuitive des hypothéses moins classiques
que nous avons utilisées et de la nature du résultat obtenu.

A) Effets externes positifs et production infinie

Dans cet exemple que nous traiterons de fagon assez compléte, nous
voyons la nécessité de I'hypothése H3 pour éviter la production libre
asymptotique.

L’économie comporte un bien primaire 1 et deux biens de consom-
mation finale 2 et 3 produits chacun par une entreprise. Les deux entre-
prises s'avantagent mutuellement par des cffets externes positifs. Il existe
un consommateur unique qui posséde comme ressource initiale une unité
de bien primaire et est propriétaire de toutes les entreprises.

La premiére entreprise maxime son profit p, ¥} + p, v} dans son
ensemble de production défini par les contraintes :

Hm M = ‘_‘.U -+ D_._‘.w a>0
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La deuxiéme entreprise maxime son profit p, ._\w + p; ﬂw dans son
ensemble de production défini par :
¥;3 53+ 8! B>0

Le consommateur maxime son utilité u(x,,x;) = x, x, dans l'inter-
section de son ensemble de consommation mw et de son ensemble de
budget défini par :

Py Xy + pyx; < p, + X profits

En combinant I'action réciproque des effets externes de production,
on obtient :

7; Sy +a(= 3] [1 +aB + @B? +...]
Y3 S Iy +ByDI 1+ of + @BP + ...

Si af > 1, on peut produire une quantité infinie des biens 2 et 3
avec une quantité infinitésimale de bien primaire. Clest ce que permet
d’éviter 'hypothése H3, synthétisée ici en aff < 1.

Calculons tout d’abord les équilibres concurrentiels : on vérifie
aisément qu'il n’existe pas d’équilibre ot le bien primaire ait un prix
nul. Nous choisissons donc ce bien comme numéraire. Notons qu'il s’agit

d’une normalisation des prix différente de celle utilisée dans la démons-
tration d’existence.

Les correspondances d’offre et de demande s’obtiennent immédia-
tement. Soit ' et 62 les quantités de bien primaire utilisées respective-
ment par les entreprises 1 et 2.

Entreprise 1 : P, =] 1
- 0 0<0'<1
%uj @yl 6! + ay?
Profit p, ay? 8%
Entreprise 2 : D, <1 |
—yi 0 0<6*<1
v By, 0% + 8y,
Profit p;By; By,
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Consommateur :
1
oo 1208 Qv“w o Di U‘ﬂn

5
2 .v__u.u

1 +p,ay? +pBy)
2p,

La recherche des équilibres (égalité de I'offre et de la demande mm
les prix sont positifs) conduit aux trois cas suivants (foujours avec af <1):

a) (1 -a)(1-p>0

P, =p3=1 Huﬂ.&uumlﬁlm
l —« R el
mmﬂmlﬁmlm 0 Mlﬁlm
b) > 1
p, = 1o Py =1
o i 1
Hnu_lgu Hu1_-.9m
Quuh Qmﬂo
c) B> 1
EMHH hu.ﬂ_:_w
1 Lo B
27 1 ap T 1-ap
QMH~ QM"D

Dans chacun de ces cas, il existe donc un équilibre unique.

Les optima de Pareto sont définis par le programme suivant :

Max x, x,

T:Q. kuDl.E+ku:1c&uH
HNIQHuWo k»Wo
x,—Bx Wo M»Wo
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On doit aussi distinguer trois cas (toujours avecaf < 1) :

a) a2 -p) <1

B2 - <1
1 1
H” =—
2721 —p i T
i l — 2a + af 02 = 1 — 208 + of
2(1 —a) (1 - B) 21 -1 — B
b)) s :
2-0
& o« 1
i T g
ol = 0 0% = |
QJEV“_|
2i— B
S Al g
e i
=1 62 =0

7 On peut rassembler ces résultats en donnant dans I'espace (o B
¢s paramétres les valeurs prises par 81, a I'équili 1 j it

! - ilibre i
Qm (voir figure 1) : 3 i g

B

Figure 1
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: | -«
Dans tout le carré 6! =
¢ J2—-oa-—§
; 3 | — 2a + af
Dans la zone hachurée 8, = ——————
¢ 2(1 —a)(1 -P)

Les allocations d’équilibre et d’optimum sont confondues sauf dans
le carré (i I'exception de sa diagonale). A I'exception de la diagonale
(qui est de mesure zéro). les cas ol équilibre et optimum sont confondus
correspondent a des solutions en coin (une des deux entreprises ne produit
pas). Nous concluons provisoirement a partir de cet exemple qu’en général
équilibre et optimum différent mais qu’ils peuvent fort bien coincider
(cf. Section 3).

B) Convexité des valeurs de la correspondance de production

L'exemple suivant met I'accent sur la limitation qu’introduit I'hypo-
thése de convexité associée i la possibilité de production nulle. Elle élimine
une certaine catégorie d’effets externes négatifs qui ont un caractére de
cout fixe.

Considérons la méme économie que dans l'exemple précédent. i
I'exception des ensembles de production, qui sont différents (figure 2)

Y = (Ol vy <0,y < -yl -y}, 0>a> 1} U{- R}
O . 2 s M B
Y=l Wy ST 0 & 0}
A
i
2
0]
O 0 ; 1
1 T o -1
2 !Q..A.m ,W »
N
>
1 |
Y 05) N

T ]
Figure 2

i
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q , EEH ! X - 13 uction par le plan
L’entreprise 2 exerce un effet externe négatif sur lensemble de C’est une section de 'ensemble de production p p

production de I'entreprise 1 : plus son output Hw est important, plus la (—yl) + HI._\,MW = 1.
mise initiale en bien primaire de I'entreprise 1 doit étre élevée (augmen- : : : i di
tation des coits fixes). Il n’y a évidemment plus dans ce cas de convexité Cet ensemble des réalisables est représentable sur une figure 4 trois di-
de I'ensemble de production Y!. mensions selon un procédé utilisé par Koopmans

Il n’existe pas d'équilibre concurrentiel dans cette économie. Fn

effet, prenons le bien 1 comme numéraire car un prix nul de ce bien ne ,.a\w_r
peut foumir d’équilibre. Le consommateur demande, étant donné la forme

de sa fonctiond’utilité, une quantité strictement positive des biens 2 et 3.

Or, le profit de I'entreprise 1 est négatif dés que I'entreprise 2 produit,

du moins si elle fournit un output non nul en bien 2. Aussi s¢ retirera-t-elle

de la production, ce qui empéche la réalisation de I'équilibre sur le marché

du bien 2.

C) Non convexité de I'ensemble de production agrégé

Il est intéressant d’observer que le théoréme d’existence d’équilibre o (0]
concurrentiel avec effets externes n’exige pas la convexité de I'ensemble p! . ¥
de production agrégé. Nous donnons ci-aprés un exemple d’une économie
ou I'ensemble de production global est non-convexe et ou il existe un
¢quilibre qui est méme un optimum de Pareto.

[¥]
S

E#0O
| La structure de I’économie est la méme que dans les exemples pré-
__ cédents. Cependant, I'ensemble de production de la premiére entreprise
. est défini par :
—p2
st o B B )

| I'ensemble de production de la deuxiéme entreprise est défini par : ww

S 2 =

.“—uMﬁlru\,uw¢u_‘_MD —ummﬁﬂmu
ct le consommateur a pour fonction d’utilité -
MIER ) L’axe O, O, représente le bien primaire. Un point sur O, O, définit
1

une partition de I'input entre les deux _gﬁomawﬂm, H‘hm nﬂacc:o:m ”om:
lues sur les axes correspondants (O, y, et OH.H% a partir du point de
=)+ (=rH=1 0, O, associé 4 la partition choisie du bien primaire.
Un calcul rapide montre que le vecteur prix d’équilibre est (1, p*, 1)
oll p* est la racine unique de I’équation :

L’ensemble des productions réalisables est défini par les contraintes :

1 1y ¥ 1
¥ = (—y)) et ¥y

A
o

S v__

A
=]
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1
1+p

Logp — =0

Les autres caractéristiques de la position d’équilibre sont alors
(=) = 1 = Fogp*

- I=TLogp*

¥ p

¥

¥ =x

#* 2
2 — L e
¥y = Logp* =,

L’unique équilibre est représenté sur la figure 3 par le point E. On
vérifie aisément que cet équilibre est aussi un optimum de Pareto. On
ne peut s’attendre toutefois a des résultats geénéraux portant sur la rela-
tion entre équilibre et optimum (avec la fonction d’utilité u(x, , x;) = x, x,
I'équilibre n’est plus un optimum).

5. EQUILIBRE ET OPTIMUM

Nous avons vu dans la section précédente que I'équilibre concur-
rentiel avec effets externes n’est pas en général un optimum de Pareto,
bien qu’il puisse I’étre dans certains cas particuliers. En effet, nous savons
depuis Pigou que 'optimalité de Pareto nécessite (pour des optima inté-
rieurs) I'égalité des coits et bénéfices marginaux sociaux. alors qu’a I'équi-
libre le comportement décentralisé des agents économiques n'assure que
I'égalit¢ des colits et bénéfices marginaux privés par lintermédiaire des

Pprix.

Que peut-on dire des allocations d’équilibre par rapport aux
allocations parétiennes ? Est-il correct de dire qu'un bien qui crée des
effets externes positifs doit voir sa quantité augmenter lorsqu’on passe

d’un équilibre 4 un optimum ? Ou, inversement, puisque les automo-
bilistes créent des nuisances devrait-il ¥ en avoir moins ?

Il est clair tout d’abord que les réponses d ces questions sont tri-
viales si on n’élimine pas les effets revenus. En effet, lorsqu’on se déplace
d’un équilibre i un optimum de Pareto, le revenu réel augmente et 'effet
revenu peut modifier I'allocation dans un sens inattendu : de méme. les
revenus réels relatifs des différents consommateurs aux élasticités revenu
de la demande différentes peuvent changer.
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Cependant, Buchanan et Kafoglis ﬁw,mm: ont donné un mx\mﬂ.ﬁ_n
dans lequel il n’y a pas d’effet Eé::.o,ﬁ o, moﬂ”ﬁmnr _m.. n:mb:”_a, w_.ws
bien qui crée des effets externcs positifs décroit Ho.a@c on se a_v mmn“v
de P'équilibre & 'optimum. Nous donnons par la mm::u un exemple de
conditions suffisantes qui permettent d’éviter ce résultat ﬁc: EEW:_W.
1l n’existe pas toutefois de caractérisation satisfaisante de cette “anomalie”.

Nous considérons une économie a4 deux biens et deux consomma-

teurs dont les fonctions d'utilité sont linéaires dans _..w .amcxﬁ_.:o bien ;
seule la consommation du premier bien crée une externalité :

U (!, 2%) = Atxl, ) +x)
3580 R S (e o e B
3t A
: Sy —
avecd 11 Awls.“uu
9*B
By = |.r_|uA 0
(0x7)

pour assurer 'unicité de 'optimum. .
Le prix du deuxiéme bien est normalis¢ a _ et le prix du premier
bien est fixé a p par une technologie d coefficients fixes.
Si R! et R? sont les revenus des deux consommateurs, les wcnmﬁmmnm
d’utilité peuvent étre réécrites en utilisant les contraintes budgétaires

comme :

Ut xt, 21) = Blep; x0) +RY — pix

UP (x],-57)

1
1
Blxt, 2)+ R = paf?

Nous sommes essentiellement intéressés par le marché du bien 1.

A T'équilibre, chaque consommateur maxime son utilité par rapport a
ses variables de choix, d’ol les conditions du premier ordre :

1
W«@ﬂnﬁﬁ_uﬁwJMouo si x>0

1
lwﬂ (21,24 <0 =0 si x%>0

=1

Puisque les fonctions d’utilité sont linéaires dans le mmoo:an_v_m:_
) 1 anu iSpo-
s optima de Parcto sont de deux sortes. Ou bien tout le reven p

=
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W:Em pour le bien 2 est dans les mains d’un seul consommateur (nous
lgnorerons ce cas) ou bien loptimum est obtenu en maximant

1 1
U Gxp, X)) + U (], 22) = A(x], x2) + B(x!, x2) +

R! + R2 _ 1 2
ce qui donne : = PX; =R

DA e a8

WHW AHH,vaL.mmI H“.kum_ﬁ” w~w.n“VO
1

AL o = DB e

die AP te S S = 40

Dans la figure 4, les optima sont représentés par la courbe de contrat

YZ, lieu de tangence des courbes d’indifférence des deux agents.

L’équilibre E est obtenu comme intersection des courbes de réactions

définies par les équations :

I.w} 1 2

3x] (P xf) < p=0 s x¥1 >0
4 =

Ilmw *1 #2 5

) (x3 .&_UMEHO si Hu_wuVo

B: !
Figurc 4
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La consommation agrégée de bien 1 est supérieure (inférieure) 4
celle de I'équilibre pour les points au-dessus (au-dessous) de la droite AB
a45°.

Lorsque les effets externes sont positifs (négatifs), il faut s'assurer.
pour éliminer le cas anormal, que tous les points de YZ sont au-dessus
de AB (au-dessous).

Diamond et Mirrlees ont obtenu certaines conditions suffisantes
qui donnent ce résultat. En voici un exemple :

4 1 1 e
Si U,<U, quand U =0
U, < U} quand U; =0

le cas anormal ne peut se produire.

Le lecteur intéressé par la démonstration de cette proposition et
quelques extensions de cette approche peut se reporter d larticle de
Diamond et Mirrlees [1973].

6. OPTIMALITE ET EFFETS EXTERNES

Ainsi, l'existence d’effets externes conduit en général a la non-
optimalité de I’équilibre concurrentiel. Nous devons donc nous poser
la question de la pertinence d’une intervention de I’Etat pour remédier
i l'inefficacité du libre jeu des marchés. Dans le chapitre suivant, nous
étudierons les différentes politiques économiques possibles, mais, dans
cette section, nous mentionnerons deux cas qui peuvent justifier une
politique du “laissez faire’.

A) Internalisation des effets externes

Considérons une économiec dans laquelle les seuls effets externes
sont des effets externes entre deux producteurs. Les deux entreprises
peuvent reconnaitre l'intérét d’une harmonisation de leurs actions et
décider de maximer leur profit total avec une éventuelle régle de répar-
tition ou, plus radicalement, de se fondre en une seule entreprise, ce qui
conduit au méme comportement. On dit alors que les effets externes
ont été internalisés et !'équilibre concurrentiel redevient un optimum
de Pareto.
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B) Petits effets externes

Une riposte naturelle des partisans acharnés du laissez faire est de
_.m..noszm::w I'inefficacité de Iéquilibre concurrentiel mais de dire que
si __nm effets externes sont importants, les agents ¢conomiques les _.aoo:“
naissent et les internalisent, ou que, s’ils sont peu importants, I'ineffi-
cacité est légére et les cofits d’une politique économique destinée i y
remédier excéderaient les bénéfices.

zO,cm ne chercherons pas ici 4 répondre 4 Ia question empirique
de savoir si les effets externes sont ou non importants. Est-il logique-
Ea_: cohérent de dire que de petits effets externes no:m:mmmﬂrw de
“petites inefficacités™ ? Cette question a recu un début de réponse dans
Laffont (1972) et fait I'objet d’une note trés compléte par Fuchs et
Laroque (1974). Dans leur article, Fuchs et Laroque démontrent que
pour la plupart des économies. les équilibres concurrentiels avec mwmmﬁm.
externes convergent, lorsque les effets externes deviennent trés petits
vers les équilibres concurrentiels (et donc les optima de Pareto) de H.moo“
nomie sans effets externes. Une formulation rigourcuse de ce résultat
nous entrainerait trop loin, et le lecteur intéressé est renvové a 1 article
de Fuchs et Laroque. Il est donc vrai qu’en général de petits effets externes
ne sont pas d'une grande gravité. Cependant, la difficulté avec ce type
de _.mmc_.ﬂﬂm est qu'il faut avoir une idée des coiits des éventuelles politiques
correctrices pour savoir jusqua quel ordre de grandeur des externalités
on peut les négliger. De plus, un tel résultat ne fournit pas une mesure
de I'inefficacité pour une taille donnée des externalités.

7. COMPATIBILITE ENTRE RENDEMENTS CROISSANTS
ET CONCURRENCE PARFAITE

Nous avons vu dans la section 4 qu’un équilibre concurrentiel avec
externalités peut exister avec un ensemble de production agréeé non
convexe. Nous montrons dans cette section comment une m%m&immmms‘o:
% ce résultat permet de fournir une formalisation possible de certaines
idées de Marshall.

. Ummm son ¢tude de la production, A. Marshall (1961, p. 262) a intro-
duit la distinction entre économies internes et €conomies externes.
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«Si on examine de prés les économies nées d’un accroissement de
I’échelle de la production, on en distingue deux sortes : d’une part celles
qui dépendent du développement général de I'industrie, d’autre part celles
qui dépendent des ressources des entreprises individuelles de cette indutrie
et de l'efficacité de leur gestion, c’est-a-dire, les économies externes et
internes.»

Une des ambitions profondes de Marshall était, i I'aide de ces concepts,
de rendre compatibles la concurrence et les rendements croissants. Ceci
lui semblait possible grice aux économies externes aux entreprises et
internes aux industries ; en effet, les entreprises individuelles pouvaient
étre ainsi 4 rendements non croissants tandis que les industries étaient
4 rendements croissants.

Son outil d’analyse, la courbe de prix d’offre d'un bien, I'a empéché
de faire la distinction fondamentale entre effets externes pécuniaires et
effets externes technologiques de sorte que son concept d’effet externe
est resté problématique jusqu’aux clarifications de J. Viner (1931).

Dans le grand débat des années 1920-1930 sur les «boites vides»,
les reproches adressés & Marshall étaient en général relatifs aux effets
externes pécuniaires qui semblaient les plus importants et ignoraient
la pertinence de ses remarques pour les effets externes technologiques
jugés secondaires. Aussi, les conclusions de la controverse furent-elles
peu positives. Les sceptiques étaient conduits par Piero Sraffa (1926),
qui montre les raisons logiques de linsuffisance de I'analyse partielle
dans la concurrence parfaite avec rendements croissants. II voit une
facon de sortir du dilemme (1926, p. 187) : «Il devient nécessaire d'étendre
le domaine d’étude de maniére & examiner les conditions d’équilibre
simultané dans de nombreuses industries.» Ce passage a la théorie de
I’équilibre général Iui semble impossible dans 1'état des connaissances

de I'époque ; il s'oriente vers la concurrence imparfaite et le monopole.

L'incompatibilité de la concurrence parfaite et des rendements
croissants est dés lors considérée par tous les économistes comme un
lieu commun. En effet, cela est vrai en information parfaite pour les
rendements croissants de l'entreprise, c’est-i-dire de I'unité qui maxime
son profit. Mais, de la méme fagon qu’avec un nombre fini d’agents, la
théorie de la concurrence parfaite n’est qu'une approximation descriptive
en information imparfaite d’une théorie qui ne peut étre que monopo-
listique (cf. Laffont et Laroque (1976)) il est possible de construire en
information imparfaite un modéle descriptif du fonctionnement d’une
économie concurrentielle avec rendements croissants. De plus, lorsque
les rendements croissants sont externes a 'entreprise, le modéle est encore
valable avec information parfaite.
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Meade (1955) semble étre le premier 4 avoir, dans un contexte d’éco-
nomie internationale, eu conscience de la solution. Chipman (1970) en
a donné un exposé complet dans le cadre d’'un modéle particulier. Nous
allons présenter a I'aide d’un exemple de Chipman I’argumentation essen-
tielle ; ensuite, nous démontrerons le résultat dans un cadre général en
le rattachant a la théorie générale des effets externes.

; Dans cet exemple, 'économie est constituée de g industries (indicées
i=1,. e g) qui comprennent chacune n’/ entreprises. La fonction de
production de la i-iéme entreprise de I'industrie j s’écrit :

RN e R S Ry I (a)

ou z/' et y/' sont respectivement I'input et loutput de la i-iémeentreprise
de I'industrie . Si on pose :

z_wy 3.&,
AJ

4 1 2o 4 i
= ¢ ‘._,__L__— et o= 2 zli

i=1 i=1
on obtient la fonction de production de I'industrie j :
=Kz j=1,....q (b)

: m:n_uom.o:m maintenant que &/ dépend de Ia production totale de
I'industrie j ou plutot ici de 'input total de Iindustrie j :

K=ol (Z)fi",al>0 , 0<p <o (c)

.h,:fnoﬁ:mmo importante est que le comportement de I'entreprise i
de Iindustrie j (issu d’une information imparfaite) est de traiter &/ comme
une constante ; elle a vis-a-vis de &/ le méme comportement paramétrique
que vis-a-vis des prix.

‘ Les Rnaminqﬂw.a.mnrazo de I'industrie j dont la fonction de produc-
.:on est ¥ =a’/(z/)7 sont croissants dés que P, > 1. De méme, pour des
inputs des autres entreprises de I'industrie fixés, les rendements d’échelle
de I'entreprise i sont aussi croissants dés que p. > 1 ; en effet, sa fonction
de production s’écrit : !

A7
._S: = QL_.AN: o M N:sv@w_ 2
i'#i

i'=1

Une part des rendements croissants est ici interne a lindustric. Si

k' devient différent pour chaque entreprise i de I'industrie j et ne dépend
que de la somme des inputs des autres entreprises de 'industrie.

EQUILIBRE CONCURRENTIEL 51

.4.___- o
xn__..__, = o N N..._-.- &
—
ity
i'=1

lindustrie est encore a rendements croissants alors qu’une entreprise
quelconque est a rendements constants pour des inputs des autres donnés.
Les économies externes sont bien, dans ce cas, purement internes a 'indus-
triec et externes a I'entreprise.

Dans le cadre (a), (b), (¢) Chipman montre I'existence d’un équilibre
concurrentiel dont nous donnons ci-aprés la généralisation.

Soit une ¢conomie constituée de J entreprises, 1 consommateurs et
L biens. Les entreprises sont classées en industries, ¢’est-a-dire, regroupées
en entreprises qui produisent les mémes biens. Il y a g industries. Chaque
industrie j est constituée de n’/ entreprises avec :

q

Nl =]

=1

B(j) désiene les indices des biens produits par lindustrie j. Pour

simplifier quelque peu I’exposé, nous sUpposerons que B(j) N B = ¢si
j#j'. Le lecteur verra de lui-méme comment cette hypothése peut étre
supprimée. Soit /¢ le vecteur d’activité de entreprise i de Pindustrie j
et yif son vecteur d’outputs.

¥

H.H Aa L_.__‘
Fol T g

sera la production totale de I'industrie j. Notre hypothése technologique
qui décrit les possibilités de production des différentes entreprises s'écrit :

Hypothese 8

ol
Wi = Ky sl SVE= 1t in 4;_MAN. ._‘mtv?v
i'=

est une correspondance semi-continue inférieurement, a graphe fermé,
3 valeurs convexes non vides contenant 0 de R'®%! dans R".
Pour des productions de l'industrie j fixées, les rendements de I'entre-

prise i de l'industrie j sont non croissants (Y 4 valeurs convexes). Cepen-

(3) La forme particuliére de I'argument (somme d’outputs) illustre I'idée ¢mar-
sharlienney que la production de I'entreprise i de Pindustrie j dépend de la «productiony
de Pindustrie /. Elle peut évidemment étre généralisée pour comprendre les inputs et
outputs des entreprises de I'industrie / sous forme non additive.
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dant, I'ensemble de production de I'industrie j,

i

yii € Y An S o e g

-

3

—

i=1 )

k!
Yi="
:

i

ncc‘ﬂ ne pas étre convexe, C'est-i-dire que l'industrie peut globalement
w.,mo:, n_cw.. rendements croissanis. L’ensemble de production global de
I’économie est : g

: _xo::..c?._mm i de l'industrie j maxime son profit dans son ensemble
_,,_.. .an,:r:w: w: considérant la production globale de I'industrie j comme
jxrn. rnv?m-a_._.a. en ayant un comportement paramétrique vis-a-vis des
rendements croissants de 'industrie j :

T =1, il

() Py = Max (pr i pitE Y (i
Vi=1,... %

L Joazw _?mmcnm une hypothése technique peu génante qui assure I'impos-
sibilite de la production libre et I'irréversibilité de I i C
s e la production (cf. Hypo-

Soit :

:IA 11 4 i % ..i__ Yi=:]

2 P g )yl € yii A,.ﬂ .e_w_.v ] i

m“._ d.h.”_.‘..,.._i_.._
Hypaothése 9 :

s el nn \
T b-yi=0 Vi=1 V= Ly
I A ) .‘ - el 5 V= L ey TR
=1 i=1

. Les :zu.cp_.:nmnw sur la consommation dont identiques a celles de Ila
section 2, mais il n'y a pas ici d’externalités sur les consommateurs.

.hm consommateur ; choisit dans son ensemble de budget I'élément
maximal pour son préordre de préférences :
(2) x* est maximal pour =~ dans :
i
A v o
&pr e sprwi4y, N allprymE el XleEXH @
=1 =

ik 1 .
(4) ™ est la part de I'entreprise k de I'industrie / détenue par I'agent i
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Soit z le vecteur d’excédent de demande :

ety e AL 1 .
=TT T
i=1 =1 i=1 i=1
Enfin,
X
=1

Définition 3 :

On appelle équilibre concurrentiel marshallien, un (I + J +1) — uple
de vecteurs (x*1. .. x* , p*t oLl y*an?  p*) qui satisfont (1) (2)
(3)ettelsque:z* <0 et p*z¥=0.

Il est facile de voir que la démonstration qui_assure cette existence
est un cas particulier de la démonstration d’existence d’un équilibre concur-

rentiel non coopératif avec effets externes (cf. section 3).

Théoréme 2 .
Sous H4-HS-H8-H9, il existe un équilibre concurrentiel marshallien.

Sauf cas particulier, cet équilibre n'est pas un optimum de Pareto.

On obtient ainsi un modéle logiquement cohérent qui donne aux
idées de Marshall la formulation précise qui leur manguait dans un cadre
statique. On peut néanmoins s’interroger sur la valeur descriptive d’un
tel modéle.

Il semble peu réaliste, a priori, que les entreprises ne soient pas cons-
cientes de Iexistence de rendements croissants dans leur propre ensemble
de production (l'exemple de Chipman montre comment cela est possible).
Seule une information imparfaite peut justifier une telle attitude. Lorsque
les rendements croissants proviennent d’une interaction mutuelle entre les
entreprises, le réalisme du comportement non coopératif est beaucoup
plus grand. Il est évident que ce type de comportement peut parfois étre
dépassé et conduire i une coopération partielle et 4 une internalisation
de ces rendements croissants. Dans cette ¢conomie nouvelle ot nécessaire-
ment les agents ont conscience de la technologie 4 rendements croissants,
le modéle nest plus descriptif et on est & nouveau confronté au probléme
classique. Cependant, I'importance des externalités diffuses rend difficile,
voire impossible, une telle coopération. Aussi, le modéle proposé permet
dans bien des cas de rendre compatibles les rendements croissants issus
d’externalités technologiques et la concurrence, avec, en général, la non-
optimalité de I’état obtenu.



CHAPITRE I1I

DECENTRALISATION
DES OPTIMA PARETIENS ()

1. INTRODUCTION

L'objectif de ce chapitre est d’expliquer les difficultés d'une décen-
tralisation des optima parétiens dans une économie avec effets externes
technologiques trés variés. Dans une contribution importante, Starrett
(1972), travaillant 2 partir du modéle d’Arrow(?), a donné une grande
partie des résultats de ce chapitre dans le cas d’externalités entre produc-
teurs. 1l met en évidence I'existence d’une non convexité fondamentale
qui élimine I'approche «marchés artificiels» pour des externalités négatives
dans la production. Il montre aussi pourquoi 'approche taxation n’est pas
affectée par cette non-convexité fondamentale et pourquoi les deux appro-
ches sont équivalentes sous des hypothéses fortes de convexité. Notre but
est de présenter ces différents points dans un cadre plus général et si pos-
sible d’une fagon plus simple. Une bonne compréhension de ces résultats
est indispensable pour une discussion des solutions a apporter a I'ineffica-
cité de I'équilibre concurrentiel avec externalités(?) mise en évidence au
chapitre 1L

(1) Ce chapitre est basé sur «Decentralization with Externalitiesy, European
Economic Review, 1976.

(2) Arrow (1969) a esquissé une formulation générale pour la création de marchés
artificiels dans le cas d’externalités entre consommateurs ; il associe un prix a chaque
agent méme pour les biens ordinaires. Ce point de détail contribue & rendre l'inter-
prétation des prix obtenus par Arrow (1969) et Starrett (1972) quelque peu délicate.
Ici nous n’introduisons que les prix nécessaires pour la décentralisation.

(3) Sidgwick (1887) and Pigou (1920) ont reconnu intuitivement que cette
inefficacité vient d’une divergence entre cofits privés et sociaux ou bénéfices privés
et sociaux et ont suggéré la taxation comme mesure corrective. Coase (1960) a défendu
la solution de négociation entre «pollueur» et «pollué», qui peut étre vue comme la
création d’un marché artificiel entre les deux parties.
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Dans la section 2. nous rappelons la définition d’une économie avec
externalités. La section 3 montre comment une décentralisation avec des
marchés artificiels est obtenue sous des hypothéses fortes de convexité.
Un nouvel exemple est donné pour expliquer la nécessité d’une hypothése
de «non-intériorité» mise en évidence pour la premiére fois par Murakami
et Negishi (1964). On obtient dans la section 4 une déeentralisation par
taxation sous des hypothéses de convexité plus faibles. Dans les deux cas,
on montre que les démonstrations sont des cas particuliers de Debreu
(1959) et I'équivalence des deux types de décentralisation est discutée.
Enfin, la discussion des hypothéses est poursuivie dans la section 5.

2. UNE ECONOMIE AVEC EXTERNALITES

Nous considérons une économie avec 1 consommateurs (indicés
i=1,...,1), J producteurs (j = 1,...,J) et L biens (¢ = b Ty

Soit .«Mm R, la consommation en bien ¢ du consommateur i
i=1,...,1,2=1,...,L. Une consommation négative correspond

a un output du consommateur comme le travail. Nous notons
Hmuﬁkm,....k_ﬁ.u.mn Fs s ¥ BE =gt oo Iyl

Soit y§ € R, I'input (si négatif), Poutput (si positif)(*) en bien € du
producteurj,j=1,...,J,2 =1, ..., L. Nousnotons

ol C T Ly 9 s IR SR g e

De plus, il y a des effets externes trés généraux entre producteurs
et consommateurs.

Considérons tout d’abord les externalités de consommation et de
production sur les consommateurs. Soit X = (x!,... x'-1 xi+1 D).
La correspondance ensemble de consommation X'(%f, y) de RL(!-1) + LJ
dans R™ définit I’ensemble de consommation du consommateur i pour
chaque valeur (x', y) de son environnement. Soit GX! C RLI+D ¢ graphe
de cette correspondance. Les préférences du consommateur i sont définies

par un préordre & sur GX’ ; il y a donc aussi des externalités sur les prefé-

I 2
rences. Enfin, soit w!€ R le vecteur de ressources initiales du consomma-
teury: =G v ol

(4) Pour simplifier les notations nous supposons que pour chaque agent un bien
ne peut étre simultanément un input et un output.
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Les effets externes de consommation et de E.oa:_ﬁwo: m_E“ les anﬂ.
i i P = e I S e e P
teurs sont aussi possibles. Soit ¥ ‘ s e
La correspondance ensemble de production Y (5!, xw de R .ﬁ__msm
R définit ensemble de production du u,qoa:nﬁm:m i pour chaque valeur
(31, x) de son environnement. Soit GY/ C RL+D) 1o graphe de cette
correspondance.

Nous noterons & 'économie décrite ci-dessus.

ety ) = pLki+h)
Un état de Péconomie &, clest-d-dire un vecteur (x,)) ER

est dit réalisable si et seulement si :

a) x{eXi(x',y) , i=1,...,1

yYeY@,x) , i=1,...,]
I ] ; _J

EM.H,.MM_‘E+VI_ wi.

i=1 j=1 £=1

3. UNE ECONOMIE AUXILIAIRE &

Pour faciliter les notations, nous allons ranger les (I +J) agents
économiques comme suit : lindice k£ va de 1 a I pour les _\ consom-
mateurs et de 1+ 1 a I+ J pour les J n_.oﬁ_cn”mcmm..: nous mLmH,EE:-
tenant définir avec soins quelques nouvelles notations. Nous suppo-
sons que chaque composante de chaque vecteur de coamoaamm_o: ,MM
de production a un effet externe sur tous \_mm autres mmmﬁm. en :
gu’une potentialité (commode pour la symétrie n_am;:oﬁm:c:mv mE n
se matérialisera que si les ensembles de o.csmcéamgo:,. ww.m uPoEHMm
de préférences et les ensembles de production dépendent R&_mawﬂ :m
ces variables externes. Lorsqu’ils n’en dépendront pas les prix associes
dans la décentralisation seront nuls.

Soit x%* la consommation de bien ¢ par le consommateur i telle
qu'elle est pergue par l'agent k (pour k #1i), o,mmﬁlmh:m Twﬁﬁ ox.ﬁmwam
de la consommation de bien € par le consommateur ¢ sur _mm.m:m \_e a,n:m

i ) > ce bi ificiel associé a I'effe
définition, Hm» sera la demande pour ce bien artificiel a
externe. De plus, posons @ (1)
H;HQ%&.....A‘J =g k=1 T Rt

il \Jn:h. T) ..K_R...v:,..._H__.—..KH.C.*:.....H:—.S_J
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Rk S e Sy (R R s e AT

ey ’

=l Sy g S s s T

Soit /¥ Tinput (si négatif), Poutput (si positif) de bien € par Ie
producteur j tel qu'il est percu par I'agent & pour k #1 + j, c’est-d-dire,
I'effet externe de Iinput ou de Poutput de bien ¢ par le producteur j
sur l'agent k. Par définition, .wm,a sera la demande pour le bien artificiel
associé a cét effet externe. De plus, posons : (2)

.#%uﬁ.if.:;._“,.:,k..u7.:;;"H_.:.;i;%:a

yhm i, Ly IR 0o ey P
i=1,...1
yE= (K ey % S ¢
SO e S RS L RSa e

Dans I’économie &, nous dénombrons L + LI+1) (I+71-1)
biens, les L biens de 1’dconomic & et les L(I+ 1) (I1+1J — 1) biens arti-
ficiels associés aux effets externes. Nous pouvons définir les éléments
de I’économie auxiliaire,

Les ensembles de consommation sont -

=]

XS fot, — 24— 3o b2t EXE R B, 2™ = 50 ok # i} (5)
e PR

% 0 i - i e . . A e
ou — H%. (— 7'%) est I'offre par 'agent k& du bien artificiel associé a I'effet
externe créé par la consommation (production) de bien par l'agent /
sur I'agent k. Dans I'économie &, ce bien est demandé en quantité |x:«|

par l'agent i Des notations telles que (1) et (2) utilisées avec un o ont
donc une interprétation immédiate.

Nous avons évidemment :

w.ﬁ C RL*2L(1+1-1)

Soit > I'extension canonique du préordre > a X' pour i = | e
i 1]

(5) Dans I'ensemble de consommation wmm. il ¥ a une contrainte “technologique™
selon laquelle la consommation de bien { par la consommateur i, x, exige la consomma-
tion de (I + J — 1) biens artificiels en égales quantités. Cependant, ces biens artificiels
n’affectent pas les préférences.
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Les ensembles de production sont :

; ; j g ) 2.(1+] 3
S = gy = 0TSy f e YR, 5y )
pik = y;_, Yk #j}
Nous avons :
w(x. C RL*2LU+I-1)

Nous pouvons maintenant formuler les hypothéses sur _..mnon.oEF. &
qui vont nous permettre de démontrer le premier théoréme de décentra-
lisation.

Hypothése 1 : GX'estconvexe, i=1,..., 1
Hypothése 2 : Pour tout (x", x", y') € GX', les ensembles

(!, F, y) € OXH G, 9) 2 (2, B )

T

et {xf, ¥, y) € GX*/(x'!, 3, p') 2 (', X, ¥}

sont fermés, i =1,..., 1.

Hypothése 3 : Le préordre > est convexe,i = 1,.... L.
;

Hypothése 4 GY’ est convexe,j=1,...,1L.

Lemme 1 : Sous les hypothéses Al 'da A4, X' est convexe, N est convexe
I

et fermé dans wh, = e L YO et eonvexe: ApOUE (=, ey T
Démonstration : évidente.
Un état de I'économie &, c’est-a-dire, un vecteur

- : oy,
O B Ml I LS 1 =
(C T VO SR S o NEE 8 y)

N._..:+.;+mq..:+::+.ﬁls
est réalisable si et seulement si :
) [af gk sy b e O = L T

b) (), —2-D B ylyey j=1,...,]

(6) Dans l'ensemble de production wr:.. il y a une contrainte :_Hn:bo_ﬂmﬁos
qui impose pour l'utilisation ou production du bien { par le producteur j une utilisatio
de (I + J — 1) biens artificiels en égales quantités,
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Sk Tk r
C) X x! s e S R NS

NSRRIk :
d) yi* =yt F=1,...,3, Vk#j

4
R I
e) N__ xh= M v+ M wt
i=1 i=1 i=1

(c) et (d) expriment I'éealité "off)
et galité de I'offre et de la dem i
artificiels(7), (e) pour les biens ordinaires. P
A partir de la définition de & i i
e &, il est immédiat de voi i
T | la ¢ r qu
correspondance biunivoque entre les optima de Pareto de & et Mn M B
Soit : :

Pl(yx® %y — i i i
T =0, ) ) 2 (xX*. X%, p*) et x!'€ X', pp
ﬁ_ X

mﬁ_nﬁﬁa.._“va._.,ﬁ.m,\aqh..x: ji==1] S

VISR i
Théoréme 1 : Sous les hypothéses Al
de Pareto de & tel qu'il existe un con
pas une consommation de saturation et tel que (x*, p*) appartient 4 |

. ) ent A la

frontiére de P!(x*, p*) ;=
il yYELE=1,...,1, et ala frontie L og=
alors il existe un systéme de prix non trivial : e m.

a A4, si (x*, y*) est un optimum
sommateur { pour lequel x*' n’est

D= Qu.__u_.., s h._.u Qp,u L Q._.w = Nr+ﬁ+h|::+._:l
tel que :

a) X = (x# _ gwi DT W IS gt
= ¥* x*) minime p X! dans

PIGx*) = (/¥ e X 7 S5

pouri=1,.... let h
b) ¥* = (py#¥ _ 30+ _ Sx.(I+)) il
- - » § 7 - axi ] Y/
e J - ¥¥') maxime p3)/ dans Y/
Démonstration : U i ,_.
> Un optimu 2 3 i
p m de Pareto de & est un optimum de Pareto “

de &. Dans &, nous i

.8, pouvons appliquer le théoréme

th. m.&..wm qui nous donne le résultat excepté sl il 7
ue 3 a1 3

que p ¥ 0. D’aprés Ia construction des ensembles de consommation X' 7

et QDW W:MQMH_U—GM Qﬁ U i Q_..—F ces m_—HmQ_:UH 8 sont
HOQ:GHHD.._— Y / : est ﬁhb.:-
:Hﬁ.__(—m QQ:M -r_n\m Sous @mﬁmﬂmm ::mm:ﬂm Qm HN ( a 5

que nous savons seulement

(7) La définition de 'offre et de la demande des biens artificiels e

arbitraire exante. Voir les commentaires sur [’ o b

interprétation des prix, ci-dessous
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Pour obtenir une décentralisation authentique nous voulons que
W soit non trivial, c’est-a-dire ici, que I'hyperplan associé a P ne doit pas
contenir un ensemble P/ (x*) ou Y.

D’aprés Rockafellar (1970 th. 11.6) ceci exige que X* ne soit pas
dans lintérieur relatif de P'(¥*) ou ¥* dans lintérieur relatif de Y.
Ceci est assuré si :

(x*, y*) € front. P (x*, y*) i
Gt IR |

Il

T 7
(x*, y*) € front. B QED.
Il est bien connu [voir Debreu (1959)] que,si px* > Min m.,.wm__ (a)
peut étre remplacé par (a') X* est un élément maximal pour > dans

T W

Pi(¥*). Si les revenus R =p%x*, i=1,...,1, sont distribués aux
consommateurs, la conclusion du théoréme 1 peut gtre reformulée en
disant qu’a tout optimum de Pareto correspond un systéme de prix et
de revenus dans &, tels que cette allocation est réalisée comme équilibre
concurrentiel dans & (appelé parfois pseudo équilibre).

Il est nécessaire de réfléchir maintenant a la signification de ce
résultat. La définition de l'offre et de la demande pour les biens artificiels
est quelque peu arbitraire parce que, ex ante, on ne sait pas exactement
quelles vont étre les formes des interdépendances hors marchés. Le plus
simple est de dire qu'il y a deux parties sur chaque marché artificiel(8).

Si x*k est positif, pi¥ est le prix unitaire payé par le consomma-
teur i 4 'agent k pour I'externalité créée par le consommateur i sur I'agent
k ; pl¥ est positif pour une externalité négative et négatif pour une exter-
nalité positive. Parfois, ex ante, on ne connait pas le signe d'une externa-
lité ; le signe de pi¥ permet alors de donner un signe local a I'externalité.
Si au contraire x}* est négatif. —p* est le prix unitaire payé par le
consommateur i 4 'agent k pour I'externalité créée par le consommateur {
sur Pagent k ; alors — pi¥ est positif pour une externalité négative, négatif
pour une externalité positive. Une interprétation analogue peut étre donnée
aux prix associés aux externalités de production, (q™).

La décomposition de pX* va nous permettre de comprendre la
signification de chaque prix :

1 1 1+]
Mww:*ﬁ. H ,m_.y.ul I M. muh.;.H*h.;, i M_ a:q___ ‘e_*.:. + M H:n Ha:.x
.uu _r.Hu

i'=1 J
i'Ei sl

(8) L’ «étroitesse» du marché qui met en cause I'hypothése de comportement
concurrentiel a été soulignée par Wellisz (1964) et Arrow (1969).
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px* est la dépense du consommateur i sur les marchés des biens
2=1,..., L
1

Y, PUix*'l est la dépense (ou recette) du consommateur i

i'=

i'Ei
sur les marchés artificiels dus aux externalités de consommation des autres
consommateurs sur lui.

1

2. q’" y*/* est la dépense (ou recette) du consommateur 7 sur les
I

marchés artificiels dus aux externalités de production des producteurs sur
lui.
I+]
Y P x** est la dépense (ou recette) du consommateur i sur les
k=1
k#i
marchés artificiels dus aux externalités de consommation qu’il crée sur les
autres agents.

De facon analogue :

1 J I+J

PYH =pyi — ¥ pi+D) yxil+y) _ Y @iyt o Y gl pik
i=1 f'=1 Ni=i
I k#1+)

dont I'interprétation est laissée au lecteur.

En plus des hypothéses de convexité auxquelles nous reviendrons
dans la derniére section, la seule hypothése notable concerne I'appartenance
deloptimum de Pareto aux frontiéres des ensembles P/(x*, y*) j= | B )
et B j=1,..., ). Comme V'a obseive Starrett (1972), cette hypothése
est satisfaite en I'absence d’externalités par une simple hypothése de non
satiété. Avec des effets externes la situation est plus délicate comme 'ont
noté Murakami et Negishi (1964) qui ont donné I'exemple d’un optimum
de Pareto dans lequel une entreprise est inefficace. Starrett (1972) a men-
tionné I'exemple de jalousie réciproque qui peut aussi conduire 4 un
optimum de Pareto intérieur a ’'ensemble des réalisables. Nous donnons ci-
dessous un nouvel exemple plus simple que celui de Negishi et Murakami
qui devrait clarifier ce point.

Considérons une économie i trois biens avec un seul consommateur
dont la fonction d’utilité est X, ﬁkn )? et deux entreprises qui produisent
les biens 1 et 2 4 partir du bien 3 disponible en quantité 1. Les ensembles
de production de ces entreprises sont :

DECENTRALISATION

i1 1
Mn_. = .:\._\.“ .<._,.WV“._.V.” < |¥.W w|..rw = D._
F 2 2
et XAk )= ( o s s s

2

= i |

- »3 |1+ Min APA|K:V o u-..v.wwoﬁ

L'optimum de Pareto est obtenu comme solution du programme
3
Max x| (x,)
s
s—-3

1
Y3

y2 <=2 |1+ Min ﬂﬂ Alm,v Q

L'optimum (E, , E,)sur la figure 1 est défini par :
1 3

1 — . T —
|h.yu1| ¥ -_.w

4 4

1 — 23
oy H»_“HN X =R AR

L'entreprise 1 est inefficace. 1l est facile de le comprendre si I'on

1 f ep S 1 ut
inspecte les ensembles de production. L’entreprise 1 créé par son inp

2

Entreprise 1 Entreprise 2
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._‘.m une externalité négative sur I'entreprise 2 et une externalité négative
par son output. Puisque le bien 2 est le plus apprécié il est préférable de
détruire une partie du bien 1. Une autre interprétation peut étre que cette
part de l'input \_\,w est utilisée pour diminuer I'impact de l'externalité
négative (construction d’une cheminée plus haute).

Sur la figure 1, on voit clairement que le vecteur de production
E' de I'entreprise 1 est intéricur a son ensemble de production. Il n’existe
donc pas de systéme de prix non trivial qui permette d’atteindre E'. Il
n’y a pas de décentralisation possible.

4. UNE AUTRE ECONOMIE AUXILIAIRE &

La décentralisation réalisée dans la section 3 a deux inconvénients
majeurs. D’abord, elle exige des hypothéses de convexité trés fortes :
ensuite. elle nécessite des marchés artificiels concurrentiels alors que
I’hypothése de comportement concurrentiel sur ces marchés est trés
douteuse.

Dans cette section, nous démontrons Iexistence d’une décentra-
lisation plus faible qui nécessite des hypothéses de convexité moins fortes
et qui n’a pas recours aux marchés artificiels. Les deux formes de décen-
tralisation sont ensuite comparées.

Hypothése 5 : La correspondance ensemble de consommation X(.) est
a valeurs convexes,i = 1, ..., L

Hypothése 6 : Pour tout (x'*, X', y") € GX!, les ensembles

(IXTEXNER, ¥ et (), E7, ) R b

i

et {eteE XF V) et . Et ) >, X,y
]

sont fermés.

Hypothése 7 : Pour tout (X', y), la restriction de > 4 X\(X, p) est
i
convexe.
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Hypothése 8 : La correspondance ensemble de production Y/(.)est a
valeurs convexes, j=1,..., L. : J

En utilisant les mémes principes de notations qua la section 3, nous
pouvons maintenant définir les éléments de I'économie 8,

La correspondance ensemble de consommation est :
vm.;.«..,;.u._.v = {(x', Hu..:k_. e Xi _MH;..H;.V ;

xi* = x! VMR s =l b

£l

5 L(I—1)+L1 L(I+1) St
Xi(.) est une correspondance de RMI~-D*M) dans R et >

Gx_ on c 0 QCW € ”_m. n.,: € ans V..ﬁOl
.x. - Q How:._. on ﬂm v Q@n::ﬁ\- n.— — :

thése 7.
La correspondance de production est :
Yi(x O+ | p Dy = ((pf, yio)fyl € Y (x ), gy |l =gk
Yk Fgb e dr= e s

7 L(J-1 L(1+1)
Y/ est une correspondance de R 40U =1) dans R :

Lemme 2 : Sous les hypothéses A5 a A8, X'(.) est quﬁmc s oos<mxmm.
S() est i valeurs convexes et fermées dans X'().i=1,....

i
Y7 (.) est a valeurs convexes,j = 1,.... 1.
Démonstration évidente.

Un état réalisable de & est un vecteur

LEI+1) 4+ (1+J=1)(1+])L
(3 X ey Dt i VNV ER

tel que :
a) (xi, x*) € Xi(xt,p?) , i=1,...,]
w:w‘,..&,vm?hx.:u\: SN TR ET
¢) $ xi = 3 ¥+ M.. w'

Lt e .
i=1 i=1 i=1

Il est immédiat de voir qu’il existe une correspondance biunivoque
entre les optima de & et de &.

Théoréme 2 : Sous les hypothéses AS a A8, si Cﬂ*.. ¥*) est un o_w_w.mEu.._E
de Pareto de &, tel qu'il existe un consommateur i pour lequel x** n'est
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pas une consommation de saturation et tel que (x*, 3*) € front Pf(x*, )
= 1o agllet (et y*) € fromt B, =70, ,J, alors il existe un
systéme de prix non trivial,

Hﬁh.h_.,....mrva_.,. Qr.__mmr.itL:T.:r

tel que :
(1) x* = (x* x*) minime px’ dans

(X' € Xi(xnd, y*iy XeS ey g1 1

(2) p* = (p*, y*i-) maxime p )/ dans
{(PI/pF € YT (x*-0D Pty - =g ]
La démonstration est analogue 4 la démonstration du théoréme 1.

Par rapport au théoréme I, chaque agent maxime sa «fonction
objectif» dans la section de I'ensemble considéré dans I'économic &.
Par exemple,

xle »;x*.... y*H)=X'n Al
ol .D__. = ﬁat A.v.._ Hq H. u._.ﬁ.... = |H*;. .__,.L. —_ _\.*_J
Il mﬁ.B..m que cette section soit convexe pour avoir cette deuxiéme
forme (affaiblic) de décentralisation. Interprétons le systéme de prix :
) ) 1+1
hw*. s, hw.»:. b M h_.k X Fik
k#i
k=1
Mais, x** = x* k=1,.. 1+, k+i donc

1+]
p i Hﬁ_a. + 3 pik) et
k#q
k=1
s Il _..Q.m plus maintenant de marchés artificicls sur lesquels les prix
Vel pourraient cmerger. P,_a doit donc étre interprété comme une taxe

(ou une subvention) imposée d I'agent i pour Pexternalité qu'il cause
sur I'agent & par son utilisation du bien 2. I suffit que I'agent connaisse

I+J

x it P = ik 2 x
en fait £} M Py pour définir son comportement.
+

——y

k
k
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Si p&* > Min p X (x*f, y*),i=1,....1 la conclusion du
théoréme 2 peut étre reprise en disant qu'a chaque optimum de Pareto
correspond un systéme de prix pour les biens (1,..., L), des taxes per-
sonnalisées ¢{ et des revenus R = px* tels que oﬁﬁm allocation peut
étre réalisée comme équilibre uo:.nooumawcm avec taxes (nous disons
non coopératif parce que les agents doivent considérer les actions des
autres comme fixées).

Des taxes (ou subventions) doivent étre imposées aux agents qui
créent les externalités. Clest en ce sens que la décentralisation est seule-
ment partielle.

Puisque les hypothéses 1 a 4 impliquent les hypothéses 5 a 8, il
est clair que lorsque une décentralisation totale est possible avec des
marchés artificiels, une décentralisation partielle avec taxes (qui peuvent
étre obtenues & partir des prix sur les marchés artificiels) est aussi pos-
sible(®). Le contraire n'est pas vrai. De plus, pour atteindre le méme
optimum de Pareto, les revenus des deux procédures doivent étre lics
par :

1 ]

=Ri+ ¥ plixri+ ¥ glip¥t i=1,...,L
i'=1 =1
[

Dans le premier type de décentralisation, les agents qui subissent
des externalités sont automatiquement compensés, mais ce n’est pas
nécessairement le cas dans la décentralisation avec taxes.

5. COMMENTAIRES SUR LES HYPOTHESES

A) Convexité

Les hypothéses de convexité de la section 3 sont trés fortes. Consi-
dérons tout d’abord les producteurs et hypothése GY’ convexe. Il sera
plus facile d'interpréter cette hypothése sur un exemple.

(9) Nous utilisons le résultat élémentaire selon lequel si
flx*, 3*%) 2 f(x,), V(x,») EZ

alors FOx*, v%) = [(x,yD) Y(x,p*)EZ
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m.o: une entreprise qui produit le bien 1 avec un input en bien 2
et qui ._...wno: une externalité. Supposons tout d'abord que ﬁoxﬂmam:mm.
mmw uom:_.,.a ; elle peut alors étre considérée comme un input supplémen-
taire (voir figure 2). L’hypothése de convexité nous dit simplement que
tous les inputs (input classique et externalité) doivent avoir des rende-
ma_:m amn_,om%mzﬁmu une hypothése trés usuelle. Au contraire lorsque
_mxg_.:m_;m est négative, il y a un non convexité fondamentale. Une
nﬁ.n&m_:m négative décroit l'ensemble de production de _,mzqmnamm
mais il 'y a une limite 4 cet effet destructif puisque le pire qui H_u_.:mmr“
m:._.e.mﬂ wﬁ que T'entreprise soit incapable de produire (fig. 3, 4). Notons
qu il mx_mﬁ.w ‘E_ cas analogue pour les effets positifs, qui se n_.oar: __unmpc.c:
niveau minimum d’externalité positive est nécessaire pour qu’une entre-
prise soit en mesure de produire (fig. 5). Il est facile maintenant de
nn_w:_.uana_.m pourquoi une décentralisation compléte est impossible en
présence d’externalités négatives.

m:mmowoa que le point A (fig. 3) et le point B (fig. 4b) représentent
des optima. Le prix d’externalité qui supporte ces points est positif. Le
n.oﬂmonnaai optimal de l'entreprise est donc de demander une nrm:-
tit¢ infinie d’externalité et de ne rien produire, ce qui lui assure un profit

output output

(a) (b)

externalité

externalité

input
Figure 2 [(b) : Section & un niveau donné d’input].

output attput

(b)

'

s
externalité 0 N externalité

Figure 3 [(b) : Section & un niveau donné d’input].
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output output

.. externalité

externalité 0 K

e L D 2 —
input
Figure 4 [(b) : Section 4 un niveau donné d’input].

output

-7 externalité 0M externalité

Figure 5 [(b) : Section a un niveau donné d’input].

infini. Une solution de court terme serait (fig. 3b) d'imposer sur la de-
mande d’externalité du producteur une limite supérieure qui soit inférieure

a ON.
Dans le
les points entr

de T le peuvent. A
étre supporté sous ’hypothése de convexiteé.

cas de non-convexité avec des externalités positives (fig. 5b).
e M et T ne peuvent étre supporteés, mais les points au-dela
u contraire, nous voyons que le point E (fig. 2b) peut

Considérons maintenant le cas des consommateurs ils peuvent
stre affectés par des externalités de deux facons, par l'intermédiaire de
leurs ensembles de consommation ou de leurs préférences. En général,
un ensemble de consommation est borné inférieurement mais pas supe-
rieurement. Les effets externes vont donc affecter les bornes inférieures.
Méme avec des externalités négatives on n'a pas nécessairement une non-
convexité : c’est aussi le cas pour les effets externes sur les préférences.
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nnun:mmur.mﬁﬂoﬁ et Zeckhauser (1971) ont souligné la possibilité d’u

:.on-nOnéx:m. si le consommateur peut échapper i une externalité .q:m
tive. Supposons qu’une externalité ne soit imposée sur 'agent i c”mum_.
noummaﬁo le bien 1. Or le bien 1 n’est pas un bien essentiel et : ..f
substitué par du bien 2, par exemple si : i

U'=x! + ~
15 1 4 il

Jix2)

- \-‘n. = . -
ou x’* est la variable représentant 'externalité.

: ,Oonm_gﬁo:v, la figure 6. Les points J,1,K.L.M. N sont tous su
y =9 el - 1 4 1 ’ i : ; ﬂ
_.,um“sm_d« courbe d’indifférence. Soit OM le niveau de bien 2 qui compense
:owm”uww pour wmmno”._moaam:o: OI de bien 1 sans externalité Puisque nous
nous déplacer indéfiniment dans la dj i IN
ouvons a direction MN, |
d’indifférence ne peut é e
ctre globalement concave. Ceci g :
traliser dans la plupart d i e e
: €8 cas puisque pour tout prix iti ’
nalité¢ le consommateur ;i v alitilin i
i oudra vendre une quantité infini 2
nalité» en utilisant les recette : o e
s pour acheter du bien 2. Cepend
non convexité n’apparait i e b
: pas comme aussi fondamentale qu
Easaiirat e la no
convexite créée par les effets externes négatifs dans la E.oa:o:ow 3

bien 1

bien 2

Figure 6

wN. 2 = T
& oxom@uﬂo:m, enfin que :om,m avons donné au Chapitre II. section 4
s mple ou une externalité cause la non convexité des valeurs am,
rrespondance de production X/(.) de I'économie & ce qui empéche

—ﬂm Qﬁwcx M.u.ﬂ"._mm nmﬂ ﬁ— e Q@ 11 satio
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B) Ressources initiales dans les économies auxiliaires

Jusqu'a la contribution de Coase (1960) il était naturel, a la suite
de Pigou (1920), de considérer la situation sans externalités comme la
situation de référence. Par conséquent, on supposail que le pollué avait
le droit i un environnement propre et le pollueur était taxé. Symétri-
quement, les créateurs d’externalités positives devaient étre subventionnés.
Dans les sections précédentes, nous avons adopté ce point de vue puisque

les quantités échangées sur les marchés artificiels étaient définies par :
=], . o h Fe=lases Lkd g abd
Q= ;e L

On peut évidemment mesurer I'externalité 4 partir d’une autre situa-
lion de référence, par exemple NI alors xi* = x{ — N¢*. (voir Coase
(1960) pour des exemples concrets qui justifient parfois ce point de vue).

Si I'externalité de 'agent i sur I'agent k est négative, cette démarche
signifie que l'agent i a le droit 4 une externalité ka. Au-dessous de ce
niveau. il doit étre subventionné par l'agent k pour ne pas avoir pollué
autant qu’il le pourrait ; au-dela de Zmr. il doit acheter a I'agent k le droit
de produire davantage d’effet externe.

Notons que la distribution de droits Ng“ # 0 ne résout pas les non-
convexités mentionnées ci-dessus.

Avec des externalités positives. il est possible de décentraliser les
optima parétiens avec des niveaux de droits ?.m.r. différents de zéro. Sup-
posons que la consommation de bien Q par l'agent i affecte positivement
'agent k. Avec des droits nuls. 'agent & doit payer pi¥ x¥*. Maintenant.
il doit payer seulement pi* (x** — NF). 8i xF* < N Tagent i doit
subventionner I'agent j d’un montant pi* (xF* N{¥) pour ne pas avoir
produit suffisamment d’externalité positive. Au contraire, si X =Nt
I'agent i recoit pi¥ (x#™ — Ng*) a I'équilibre.

L’attribution de droits est politique et ne compromet pas l'optima-
lité paréticnne ; elle a seulement des effets distributifs. L’attribution
de droits aux entreprises pourrait ne pas changer I’équilibre ('®) puisqu’elle
ne fait que translater les fonctions objectifs des entrepreneurs ; cependant,
elle a un impact sur les revenus des consommateurs par la distribution
des profits et donc peut changer I'équilibre. De méme, l'attribution de
droits aux consommateurs change I’équilibre. Dans le court terme, lorsque
la décision d’étre un producteur ou un consommateur dans une zone

(10) Par équilibre, nous entendons ici le pseudo équilibre concurrentiel qui
est I'équilibre concurrentiel de I'économie .
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._m_:m_mzm n_ounsmw a..mmn pas en jeu, leffet est purement redistributif,
mwosam:m, I'attribution de droits peut affecter le comportement de lon
8:.5@ puisque une distribution de droits peut transformer des uamﬁm
ncm_:,w en profits négatifs, ce qui conduit 4 la disparition d’entrepri
de méme, cela peut conduire 4 la fuite de certains consommateurs i

CHAPITRE 1V

EXTERNALITES ET SECOND RANG

1. INTRODUCTION

Nous avons vu au Chapitre III comment on peut décentraliser les
optima parétiens d’une économie avec effets externes, sous des hypo-
théses appropriées de convexité et lorsqu’on dispose d’outils trés étendus
de politique économique. Dans la décentralisation du premier type (Ch. III,
section 3), les hypothéses de convexité sont particuliérement fortes et
de plus on suppose un comportement concurrentiel sur les marchés de
droits associés aux effets externes qui ne comportent qu'un acheteur
et qu'un vendeur. Dans la décentralisation du deuxiéme type, les hypo-
théses de convexité sont moins fortes mais il faut disposer de taxes per-
sonnalisées dont le calcul pose de délicats problémes sauf si 'on réin-
troduit les hypothéses fortes de convexité associées au premier type de
décentralisation. Dans les deux cas on suppose que des transferts for-
faitaires sont possibles et qu’il est facile d’établir une relation bien définie
entre l'effet extermne et un input ou un output d'une entreprise ou une
consommation d’un agent. Enfin, 'hypothése de comportement concur-
rentiel sur tous les marchés ordinaires est bien siir conservée.

Il faut donc étre trés prudent dans l'interprétation des résultats du
Chapitre 1II, et ne pas se lancer dans la formulation de politiques écono-
miques trop hatives. L'objectif de ce chapitre n’est pas de parvenir a
un corps de doctrines de politiques économiques directement applicables
mais d’étudier avec un modéle simplifié I'impact, sur les politiques «pigou-
viennes» dégagées au Chapitre III, de certaines contraintes qui limitent
les movens d’intervention de I’Etat.

A partir de solutions de premier rang développées au Chapitre 111,
nous allons formuler un certain nombre de modéles de second rang as-
sociés a diverses contraintes. Deux approches sont possibles lorsqu’on
aborde des problémes de second rang. Ou bien on adopte une formula-
tion trés générale du probléme et dans ce cas on ne parvient qu’d un
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nombre limité de résultats de portée générale : ou bien on étudie des
cxemples pour acquérir une intuition des forces qualitatives en jeu, mais
alors on risque de ne parvenir qu’a des résultats trés spécifiques voire
trompeurs. Nous utiliserons ici les deux approches.

Dans la section 2 nous présentons un modéle inspiré de Sandmo
[1975] qui est un cas particulier de notre modéle général pour simplifier
quelque peu l'exposé. Seuls les effets externes de consommation y seront
représentés ; toutefois la méthodologie adoptée dans ce chapitre est tout
a fait générale. La section 3 nous permet de retrouver selon une méthode
différente les résultats du Chapitre III, section 4, i savoir la possibilité
d’atteindre l'optimalité parétienne de premier rang sous des hypothéses
appropriées. Dans la section 4 nous supposons qu’il est impossible de
mettre en ceuvre des taxes indirectes personnalisées et nous en étudions
les conséquences. La section 5 expose un cas particulier ol la taxe uni-
forme optimale peut étre calculée et comparée aux taxes personnalisées
optimales. La section 6 étudie le cas ol le systéme de taxes indirectes
doit permettre 4 I'Etat de dégager des fonds pour financer une activité
quelconque. Enfin, 'hypothése de comportement concurrentiel est sup-
primée dans la section 7.

2. LE MODELE

Nous considérons une économie 4 L + 2 biens et I consommateurs.
Le bien 0, le travail, est fourni par les consommateurs 4 un secteur pro-
ductif concurrentiel qui produit les L + 1 autres biens, et qui est repré-
senté par souci de simplification par une technologie de Léontief a coef-
ficients constants a,2=1,...,L+ 1.

Soit, Xg,8=1,..., L+ 11a production de bien £.

Seule la consommation du bien L + 1 crée des effets externes sur
les préférences des consommateurs.

Soit Hn._ la consommation du bien € par le consommateur i,
R AE R o [ e SRRy

On suppose que chaque consommateur dispose d'une unité de travail
et soit 1 — x; sa consommation de loisir.
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La fonction d’utilité de 'agent i s’écrit par suite :

i s e i
Ul —xg, X7, Xy 4y 0 Xpyy)

s ol i
ou : X Fff......k_p
Ll il EEE Sk
km.i i ?ri veeea Xy s Xy r+_V

Hypothése 1 : La fonction d’utilité U’ est croissante, ﬂ:QHEaiE_ nozomq_a
et définie sur un ensemble de consommation convexe, i=1,...,1L

Un mot d’explication est nécessaire pour justifier la forme de la
fonction d’utilité indirecte que nous allons utiliser.
Le comportement primal du consommateur est défini par :

i i 3 i e |
Max A =g x®, ) 5,0

S i P + mq.
tel que : ¥X" W X T X
ol :
= {— m
(=1 om, pvnva®p w8 3= =l L¥1)

est le systéme de prix a la consommation, le prix du bien D ayant éte
normalisé 2 — 1 et R est le revenu forfaitaire du consommateur i
it £ e =0,....L+ 1, le vecteur de fonctions

Soit £ (7.7 ., R, .«riw_ ¢ m e
de demande du consommateur i lorsqu’il a un comportement p : .
vis-a-vis des prix et des effets externes. En substituant ces fonctions dans la
fonction d’utilité directe, on obtient la fonction d’utilité indirecte :

3 i i Tt =i
UL mwﬁﬂ > TLa1 Wh.ku.iv , E(m, Tpain R _khtu 2 .f:...H

que I'on peut réécrire :

Vi(r s Wy 4y wrkﬂ.um_,l._v

Hyvpothése 2 : La fonction d’utilité indirecte Vi() et _nm,ﬂw:n:w:m de

am_dm:as £(),R=0 L + 1. du consommateur i sont différentiables,
g\ ywieay

i=1,...,1 alintérieur de leurs domaines.

Une autre notion de fonction d’utilité indirecte est en général .cc__man
dans la littérature : le programme de maximation individuel o_-aamm.cm
conduit aux conditions du premier ordre pour chaque consommateur !

— (il X R )
Lo ik ffs B 2B e e

e I_
e lkm.kf.xri .Hrlv
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o’ 5 (i =
Bl (1 Ika.k.xri‘HPiV
= P —
au¢ g AL YR pour d= ool
Pora | Bt #7FE 400 T

13
mkc

Ce systéme d’équations, avec les contraintes budgétaires, est
alors résolu simultanément pour obtenir des fonctions de demande
£ (r, T, .,»R)qui ne dépendent plus des effets externes. Nous donnerons
un exemple de cette approche dans la section 7.

Hypothése 3 : Les matrices (L + 2, L +2) suivantes, qui sont les matrices

des effets prix compensés sur les demandes individuelles et agrégées sont
derang L + 1.

Ok ks ¥

,wm__nl.l.l..TmaMl__.l ~|~.... ._
at, R
1

= N g

mmw - me

i=1
ou Qo sdys oo 8 ) est le systéme de taxes indirectes.

3. DECENTRALISATION DES OPTIMA DE PREMIER RANG

Dans cette section, nous allons retrouver un résultat du chapitre III,
4 savoir, la possibilité, sous des hypothéses appropriées de convexité, de
décentraliser les optima parétiens lorsqu'on dispose de taxes indirectes
personnalisées et de transferts forfaitaires dans une économie ol Jes agents
ont un comportement concurrentiel. La formulation adoptée ici nous
permettra cnsuite d’envisager les conséquences d'une limitation des outils
de politique économique ainsi que de I'imposition de contraintes diverses.

Les optima parétiens(') de I'économie décrite dans la section précé-
dente sont caractérisés par le programme suivant :

(1) Nous nous intéressons seulement aux optima intérieurs. De plus, nous sup-

posons dans tout le chapitre que les conditions de régularité du théoréme de Kuhn et
Tucker sont remplies.
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1 .
N 'S i ; [ 3 e 4
Max. ¥ ' afUP (L —xt x% %7 % )
i=1

1 L
(1) Y xg= X aX ta X,
i=1 e=]
1
ANV M.\.ﬂm"x.m m"—..‘ .H.
i=1
I
(3) W. X411 = XL+ <

Soit A, i % =T Loy wf p» les multiplicateurs de Lagrange
associés aux contraintes (1) (2) (3) :
Les conditions du premier ordre d’optimalité n_ﬁm u%w,.wﬂﬂmu M_-
dessus, qui sont suffisantes sous les hypothéses de la section 2, s’écrivent :

ou! !
N = g gyl
) Qwhm 0
, AU j = Q= s
et oy o R o ] BN [ . :
() wam £
Bk il 3 L
(6) %_%wc+w%ﬂ|wi_1o S e
XL+1 HH“ L+1
(7) .-nnwo+fuo o W=l ol
(8) Sy Vzﬁ_ + Vri il

En combinant (1) (2) avec (4) et (3) avec (5), on obtient immédiate-
ment les conditions d’optimalité parétienne de premier rang :

mCCmHM .7 S I
e el e T e e £ DB L) [
€)@= st
] y e
oU'/ox] 0
(10) Gy = & — =t - J=1,.0,1

o au’/ox]

Considérons maintenant le programme de memamﬁwon de _Eﬁmn“:
désire choisir un systéme de prix, des taxes ﬁaaonzm:mmam_ des trans m”.\m
forfaitaires et désire annoncer i chaque agent qui subit une omﬁmn.s ité.
ou en bénéficie, le niveau de cette variable externe de facon 4 pouvoir



|

78 EFFETS EXTERNES ET THEORIE ECONOMIQUI:

décentraliser les optima parétiens(?). En formulant ce programme, le centre
suppose que les agents ont un comportement concurrentiel sur tous les
marchés et un comportement paramétrique vis-a-vis des taxes indirectes.

Dans le programme général, nous nous accordons a priori la possibilité
d’avoir des taxes personnalisées sur tous les biens :

O i i i i
me..pn<ﬁ.~u+.‘.nr+_+~r+_h g
i=

I
U 2 8@ *etpee, 1 o B SR =% =0 L

(12) H. m“_\i GRS P +a_ﬂ+~ XLy s RY) = Xp.4

1 ; ’ . . H.J
A—wu M“_ Mm. AﬁIT__:_v~G_..+~ +m_~..+_, M..+-w~w" /.I_Q_m XMuf.n_(Jr_ X
i=1 =1

A8) Xy — b @By T H W RD =0, a0

Soit peiR=15.c05 Lypr g vByeply-d=1,0.. 1 les multi-
plicateurs de Lagrange associés respectivement aux contraintes (11) (12)
(13) (14). Les conditions du premier ordre d’optimalité de ce programmec
s’écrivent :

L e g e g

(5 Y ep——= « ) =¥ p =04
i=1 ape ",.M kep, = s ap,
€ =lou; L
v I 3
(16) of P, ~|br+- w__ — 8 e (A
I . im0 DB E g=1,.:.,L+1

(17) bm+bo&nno_ 12 DO Y o |
w/\.m H.+;— WM_M : WM

(18) Qilllv o) —p! =0, i=1,...,]
aR! wuo k oR! L+1 ®W~
L2 v/ ket wm» ; ; wmri
19) Y o p =— pi M_ J 4
/el w.ﬁ“.i \..W. M : mkri iy =1 il mkri
g J#FL J#Ei
== (e ) |

(2) 11 s’agit d’une décentralisation du deuxiéme type au sens du Chapitre I1I ; sous
des hypothéses fortes de convexité on sait qu’elle est équivalente i une décentralisation
du premier type.
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que les conditions
(15) (16) (17) (18) (19) impliquent les conditions d’optimalité de premier
rang (9) (10) qui sont sous nos hypothéses des conditions suffisantes.
d’ou la possibilité de décentraliser les optima de premier rang.

En multipliant chaque équation (18) par mx et en ajoutant a (16)

nous obtenons :

VL H - E (S o)

(20) of wah + mm 3R’ = v o
2E! Qa=lldl o T el
L+1 i —..._“_ = Q ool
lbrlﬁwmn + & quv i =] )
D’aprés 'identité de Roy :
V! » v’
e apy % R
! : e : |
Comme w|<~ = m<. , le premier membre de (20) disparait et les
opg atg .
autres membres peuvent étre réécrits :
L mm_r mmw ¢ wmm..:. 4 i @M_—w.‘.u 1% O
M _.O_r AW“ + mh_. W—Nh v+ A__0_,\+— + .0_.+Hv h w_,cn .m.n mx. v
k=0 2
(22) 9=1,...,L+1

i R |

Le vecteur de prix i la consommation du consommateur 7 est :

nm+~m,mu_..:.r“nv:.:_r:

85 + mm|mwk est, d'aprés les équations de Slutsky. la
ap, AR’ ¥
dérivée de la fonction de demande compensée pour le vecteur de prix
i la consommation défini ci-dessus :

Comme

i i . Of! .

1. Wm_r M«n + i wwm +1 i L+1 =0
+ + oy B SR
..._v[ p, T4 %, mk IR L+1 L+1 o0, ¢ 3RI

(23) W P
el R
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Avec I’hypothése H3, (22) et (23) impliquent :
(24) Py =K(py + B); =0 -]

(25) Py il Selpp ¥ B Y pour F=i1L o

Des équations (24), on déduit tout d’abord I'uniformité entre les
agents des taxes sur les biens €= 0,..., L. On peut par ailleurs choisir
la normalisation des taxes de facon i avoir t, = 0, d’ou, en utilisant (17)
et le fait que les prix 4 la production ont o.? par la normalisation égalés
U CO - GRPT o B

Par définition, nous avons :
_”.MQV <____ A\hu | Nu—...+_+ HM.+—v L+1° m.a.w =

v - mw ﬁh.._ur+u+wm.\+_,|ri_ RY), & (.o, +1 THT; - R, HT.

D’ou :
i 1L+1 i i i
(27) me. = .H. m|c Ok, - l
@.ﬁ;: ¢—o 09X} mk__u_ m.f_.:

s0it, en multipliant par o/ et en sommant pour j # i :

Lo OVl L meb ol aEl s L Sl

(%) Yoo =Y a3 oo Ky 0T
i=1 w.H_..+~ i=1 g¢=0 m_.&m. m.&r+_ i=1 mun_..+—
J=EI FE JEi

D’aprés les conditions du premier ordre de la maximation de Iutilité
sous la contrainte budgétaire :

U’ .
(29) — =8z £=0,..,L
w.x.m
aU!
(30) =8 (p £
mu..ri i it
o ey ; o
ou &' est I'utilité marginale du revenu, c’est-a-dire, Mmﬂ
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En substituant (29 (30) dans (28), on obtient :

& av’ N oF OH .
aof —— =Y ol§t | ¥ ip + (p,,,+ti
(31) M mkr: _,...ulu o 2 mkm.: L+1 ri»wkrl
_?l_. [#i .
JoE e S
+ V¥ of —
HlutH WH“&,_
D autre part, d’aprés (19), nous avons : e
(32)
L : i E! :
bty m(: ; mm 1308
W. R = M.. W.. ST St + oy 4, .T_o_liu axi B ~Pra
e R =yl s X1 L+1
j#i J#i
1 L+1 mmk. ) wm._u.lk_ ;
=k Yy |Zep t Pt iala; T e
j=1 _r. 0 " WH_..+~ WH—..;L
fEat
D’aprés (18), nous avons également :
avi ) m.ﬁ_ : ) mmri
(33) o 3R X w/.l_o Px 3Ri Ehpy e Tl IR
La contrainte budgétaire du consommateur j est une identité :
L .
(34) H Py m“w ® fcri ; riv.mht %
k=0
D’ot :
3L ot
- /.4 \ = —
(35) = Pr-3Ri B mww
(33) devient donc :
v/
of —=a@§l=x , j=1,...,1
S oR/
En utilisant (28) et (32) nous obtenons :
R :
37 N.Q_.h1ul§_ ou :
e = wkr..l i
j#i
13U/ ax .
(38) — Y o —— L=
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Mais comme :

oV/ of Uf
(39) K=ol § =ao SR = — . avee g, ="
Py 9%

Nous avons :
_ i/ i i
(40) oU/ foxi,, __Ha
m.n_ wca.&ko P,
jEi
En utilisant les conditions du premier ordre :
Ah: mch_._..mun“..+~ 2y Hmur;: + u_ﬁli
mch_&ao D,
soit :
1
. oU’/axi
(42) ) Lot = Pusy — par (17) et (25)

= mcimkm -p, L+1

De facon immédiate, les conditions du premier ordre de la maxima-
tion individuelle donnent, avec (17) et (24) :

i i
(43) Sl i L E
oU"/ox, FIES LR T

4. TAXES IMPERSONNELLES

Dans de nombreux cas concrets, il n’est pas possible de faire varier les
taxes correctives avec les transactions et il est nécessaire de contraindre

les taxes a4 étre uniformes entre les agents. Il faut donc ajouter aux
contraintes (11)a (14) les contraintes :

(44) =1 el G |
Seit »', 1= 1,....1, les multiplicateurs de Lagrange associés 4 ces
contraintes additionnelles.

Seules les conditions du premier ordre (16) sont modifiées et doivent
étre remplacées par :

i L++1 i
(45) o — e -~ Y B %, —pi O} 11
ot S L3 wa L+d T agl

+vi=0 ii=lle sy
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I
(46) Y vi=0
i=1
Dans ce modéle, les prix & la production sont a; ,..., dp ;- En

normalisant de facon appropriée le systéme des prix 2 la consommation
dans la section précédente (k = 1), on obtient I'égalité des prix a la con-
sommaticn et des prix a la production pour les biens £ = 0,..., L. Seule
la consommation du bien générateur d’effet externe est taxée.

Lorsqu’on impose une contrainte d’uniformite des taxes comme (44)
il n'est plus possible, a cause de la présence de vl dans (45), d’identifier
les multiplicateurs de Lagrange p,...., ., avec les prix a la consom-
mation. Ceci implique qu'en général le systéme de taxes optimal compor-
tera des taxes sur tous les biens et non plus, comme dans I'optimum de
premier rang, des taxes sur le seul bien L + 1.

1l existe, toutefois, un cas particulier intéressant dans lequel la seule
taxation uniforme sur le bien générateur d'effet externe est suffisante pour
restaurer Poptimalité parétienne de premier rang. Il s’agit du cas des exter-
nalités impersonnelles dont nous reparlerons dans les chapitres suivants.
Supposons que la variable Z définissant le niveau de l'externalité qui
affecte les consommateurs soit la somme des consommations de bien

L+1,Z= M. L+ o €t supposons E&mnm_mvamm:nmmnmri amsmN
=4
que I'agent j ait un comportement paramétrique vis-a-vis de cette quantité

Z. La fonction objectif du probléme est alors :

I
A Poyyi { i
) oV ﬁh.mvri._.mmi,N.W V
i=1
Comme dans tout le programme les variables mmi interviennent main-
tenant de facon additive, les multiplicateurs de Lagrange p{ ,, sontiden-
tiques pouri = 1, ..., L Soit g, ,, cette valeur commune.

On peut dés lors utiliser dans les manipulations de la section préce-
dente 'équation (15) au lieu de ’équation (16) (ici (45)) pour chaque agent
ou encore utiliser (45) et, en sommant sur i, €liminer les v, a 'aide de
(46). On obtient ainsi :

5 L (9% ok,
47) X Py / A 7 + mri mn. v *
k=0 i= wnri dR

o 1 WM m i 5
(P41 +_c_l+_V VI_ A L+ mri |mrpv =0
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On peut effectuer alors le méme raisonnement que dans la section
précédente en utilisant la fonction de demande compensée agrégée et
identifier les prix 4 la consommation et les multiplicateurs de Lagrange (p,)
La fin de la démonstration est identique.

Nous avons retrouvé le résultat classique selon lequel la taxation
uniforme du seul bien générateur d’effet externe est suffisante dans le cas
des externalités impersonnelles pour retrouver I'optimalité de premier rang.

Au-deli de ce cas particulier, il est nécessaire en général de taxer tous
les biens pour obtenir un optimum de second rang sous la contrainte (44).
En particulier, on est amené i taxer des biens qui sont complémentaires
ou substituts avec le bien «polluant». En raison de Puniformité requise
sur les taxes. il peut étre plus efficace de taxer ces autres biens que le bien
polluant lui-méme. Green et Sheshinski (1974) ont méme montré qu’il
est possible de construire des exemples pour lesquels le systéme optimal
de taxes de second rang est tel que la taxe optimale sur le bien L + ]
est nulle, alors qu'il faut taxer d’autres biens.

Notons enfin qu’il est souvent impossible de taxer I'input ou I'output
appropri¢ parce que les transactions en ce bien ne sont pas observables,
ou que leur observation nécessiterait des cofits trop élevés. On est de la
méme facon conduit & un probléme de second rang pour lequel, en général,
le systéme des taxes optimales comporte des taxes sur tous les autres biens
taxables.

5. UN CAS PARTICULIER

Diamond [1973] a étudié le cas particulier de fonctions d’utilité
(additivement) séparables pour acquérir quelque intuition sur les variables
qui influencent la taxe uniforme optimale.

La fonction d'utilité utilisée dans les sections précédentes se sim-
plifie en :
1 3 =h i
Uilxpy, . X)) + M
olt M7 est le revenu dépensé pour les biens autres que le bien L + 1, que
l'on agrége ici en un bien composite.

Diamond considére que le bien L+ 1 est une nuisance, c’est-a-dire.
ou?

m.i_.,,_

<0, ] # i, et fait I'hypothése supplémentaire.
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au!

i J
0xy 4y 0N 4,

(48) =0

Le programme de maximation d’un consommateur i s’écrit
(49) « MUl X )+FM
T.Q (Ppyytti)¥iy * M’ = R
Si on ignore les solutions en coin, on obtient :

; i i
(50) Xy S8 By v 45

qui ne dépend pas du revenu en raison de la séparabilité de la fonction

d’utilité et qui ne dépend pas des demandes des autres a cause de (48).
En raison de la séparabilité des fonctions d’utilité le programme
qui permet d’obtenir les optima de premier rang s’écrit :

1

1 A : 3 . Y i

Max M._ LEE: @r+_+~w+_u.. (&4, @r+p+mm..+uu_¥+w~ Z
i=1

15
S1) . i v M I i
A FQ  Pra X b Gentd )t Nl__ iy M.H i
=1 i= -

L’utilité marginale du revenu est ici égale 4 1 d’ou :

VHJ wch mmm+ —F . mm_n.i.._
52 p =i TR 5 i
T i=1 mmw.+_ wn_”l mmri
en écrivant I'analogue de (16). .
m:~ ; b} A
D’aprés les conditions du premier ordre, ———=p, +¢/ dou:
2 _wm_. +1
; vh ou’
g iy ti — |~|
= b1 =74 5
i#i
Si on impose la contrainte rf,, =1,,,.i=1,....1 le programme

qui permet d’obtenir les optima de second rang s’écrit :

1
! o i N i
gmx CL ﬁ.m_u.....m ﬁMu_r.T-s_l HP+~W¢AM.“..+_ AFUH..T_lT ._..__.‘+~qu+ -rl Z
1

i f=1
i=

Am&v .—J § %_. Z_, = .MJ Hﬂu
T.Q. Pri1 Ly SpL+1 Ahr+~+hriu+[ —

=1 =1 =1
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d’oll immédiatement :

M mm.ﬂ.+_ o /—J @Cn v

t
£= mh.ri =t 914

(55) fhiry = j=1
./“ﬁ @mm.+_
MM._ mmm..l
ok | Y3
lei — mrw o S est positif pour tout { en raison de I'hypotheése
mm_ +1 wﬁri

de linéarité qui annule l'effet revenu et de (48) qui supprime les effets
indirects.

La taxe uniforme optimale est alors une combinaison convexe des
taxes optimales personnalisées, les poids étant les dérivées des demandes
de ce bien par rapport au prix. En particulier lorsqu’il s’agit d’un effet
externe négatif on sait dans ce cas que malgré I'uniformité imposée il
faudra encore taxer les émetteurs d’externalités.

Lorsque I'hypothése (48) est supprimée, la taxe optimale uniforme
peut fort bien étre une subvention. Diamond a donné un exemple ol
elle s’annule. Enfin, lorsque I'hypothése de séparabilité disparait il n’est
guére possible d’obtenir de résultat général (voir toutefois Diamond [1973]).

6. CONTRAINTE BUDGETAIRE POUR LE GOUVERNEMENT

Dans le cadre simplifié ol tous les agents sont identiques avec exter-
nalités impersonnelles, Sandmo [1975] a étudié les implications sur les
formules de taxation optimale de la nécessité pour I’Etat d’obtenir des
revenus pour financer la production d’un bien gquelconque par exemple
d’un bien public(®).

Les caractéristiques particuliéres du modéle conduisent immédia-
tement 4 la taxe optimale suivante en I'absence de contrainte budgétaire

au/oZ

) frpemic] oU/ax P+
L

(3) Dans la théorie développée dans les sections précédentes on a fait I'hypo-
thése de la possibilité de transferts forfaitaires. Supposer que la somme des transferts
forfaitaires est nulle est un cas particulier de I’hypothése considérée ici. Il est facile
de voir qu'alors les conditions d'efficacité de Bowen-Samuelson ne sont plus vérifiées
(voir Lau, Sheshinski, Stiglitz [1976] pour des conditions suffisantes d'une certaine
séparabilité des conditions de financement et de production dans le cas des biens
publics).
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Cette taxe uniforme restaure loptimalité de premier rang puisque
les externalités sont impersonnelles.

. Considérons maintenant le probléme de second rang . .
pas ﬂmxrﬁJ et la contrainte de revenu de I'Etat peut s’écrire :

le bien 0 n’est

L+1

I « ;mwnqhﬁ:w

ﬁ

Le programme adunﬁmmmzoz de second rang se formule alors comme

(57) MaxL.V@+t.a .+ fiers R, Z)

_mnﬁm+w,mr+_+~ri,W.Nvuxn L) [ DR
L

Ig (a+t,a,, RIS R,Z)= M. ag Xy +ag,, X4
e=1

X _.m_...__. ﬁﬁ i ﬁ..hm.\vm Tt _.+~ .—N Nv

L+1 =
1Y g (att, 0, +t,:R,2)=IR+T

s
g=0

t, =0

i 0 iplicateurs de Lagrange associes.
SO By 5ooirn Piwg s Do . ») les multiplicateu g

Les conditions du premier ordre sont :

Ls1  3g v
oV i 9 shac el
5 —— ¥ —p - | £ PR :
g at, w.ucb» at, at, Bt et B,
£1 - 3
oV & bk B NS T
BOY e B R g o B gy
oty x=o Q ¢ =
g=1,...,L+1
A |@mr:1;§” gl
60 g~ L P3r ? aR L 3R
L+1 mm
v L1 w|mﬁ| Ofres L LR ety
Gl 5, L@gz Pl a7 1 & oz
(62) py + agpy = O gt g

PRI
iens la contrainte budgétaire purement nomi-

1 ouvait taxer tous les bi
) Ici les revenus percus par I'Etat sont évalués

nale ne serait pas une vraie contrainte.
en bien 0.
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Il est facile de voir tout d’abord comme nous ’avons déji observé
ci-dessus qu'en I'absence de la contrainte 7, = 0 ou d’une autre contrainte
de normalisation la contrainte de revenu n’est pas effective.

Multiplions (60) par &, € =0,..., L + 1 et ajoutons 4 (58) (59) :
] aVv L af mm
(63) +&—)- W - —e e Sk
Amp S mmv *Nu_o (o, MG a1, mm
mmr..._ mmH.+H
nbﬂ+m+ywr+_+huﬁmhn +Mm mxvuo m”Q_.A.,”—LA_lH

D’aprés l'identité de Roy, le premier terme de (63) disparait et en
utilisant (H3) nous avons :

(64) Po T Aty = k(1 + ¢,)
Py + Aty = k(a, + 1) S RN
br: + Vﬂri + m = Rﬁnr.: + H_l,.,_u

qui implique en utilisant (62), A =

. - . M\
Si au contraire on ne peut pas jouer sur la norme des prix, I =0, —
I

intervient dans 1'équation (63) pour € = 0 et on ne peut déduire (64).
Dans ce cas, le systéme de taxes optimales comprend des taxes sur tous
lesbiens  =1,..., L+ 1.

D’apres la définition de V(.)
WV _ AU oy, W AU

+ Y — . 2k
Oty A%, dfy Lo Bx @l
a L+1
(65) =gy T oy + )k
a1, k=1 atg
ou § est I'utilité marginale du revenu :
8y daa ot _ 9 0
=% R gty
?_m Lol 3ty at, B,
= o0& . PR
V [8(a, + 1) + po a;) ﬂw + [8(ay,, + 4, )+ pya.,, —P] MM_
Lid w
=Ag, + ¥ Ay, —£ L B Ly Lbi1

¥=0 I
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ou :
0¢
ok, , & ¥
= —N) 1, + (8 + pp) a]
|a+3§+m_a Nt Th Dal 5
ek @mmu.vn .
[(6—Nt,, +@+pda,, —Pl e AEg
Dol :
t a, 0
t=|- ks Y o2 S |+
ty A8 |a & 0
RS ay 1 p
+ Am + .ocv o9&,
WA ) RS e D og
6 — A 5+ po\ 0
M_,l; +ﬁ V. vwm_...f“_,
b %0l
wnH ma_
ou e L .
mm Wm~.+_
mm_..+— @anA.- J

11 est intéressant d’observer que p, le prix fictif associé 4 I'externalité
impersonnelle, n’intervient que dans la taxe associée au bien «polluant»

(ce résultat pourrait étre généralisé au cas d’agents différents). p swﬂ
cependant pas proportionnel i la désutilité sociale de l'externalité I — 3z

car les prix fictifs associés au programme ne sont pas ici proportionnels
aux prix a la consommation.

En utilisant (61) et la définition de la fonction d’utilité indirecte.
on obtient :
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oU ( = . &3
= = T ]| i + A — 6 st —k&
p 37 [ = [Co, o) — 0o, T )] 37
08 vl
+ Tori i wari T = m?ori T __..H.._._: %.*

Lorsque la contrainte de revenu n’est pas effective, c’est-a-dire, que les
revenus obtenus par la taxation indirecte correspondent exactement a T,
A=0etp, =— k=—25,desorte que:

E=0, =15 vvus B
_ENIH 25 aU/dZ
8 oU/ox

LR
‘ 5 *PL

L+1

c’est-a-dire, la taxe de premier rang.

7. EXTERNALITES ET MONOPOLE

Ln général, un monopoleur a tendance 4 produire une quantité infé-
rieure a la quantité optimale. Toutefois, si la production de son bien crée
des effets externes négatifs, puisqu’une telle externalité requiert en général
une diminution de 'output pour améliorer I'efficacité de I'allocation. il est
possible que la quantité produite par le monopole soit plus proche de la
quantit¢ optimale que celle produite par une entreprise concurrenticlle :
il se peut méme, par chance, qu’elle soit égale i la quantité optimale. (Bien
sur, dans le cas d’'une économie externe, les deux effets au contraire s’ajou-
tent pour conduire a une quantité insuffisante). Buchanan (1969) a été le
premier a noter ce point. Luski et Lusky (1975) ont été plus explicites
dans un cas particulier.

Nous nous contenterons(®) ici d’illustrer le probléme en revenant
au cas particulier de la section 5 avec externalités impersonnelles. Ceci sera
I'occasion d’utiliser la forme (mentionnée dans la section 2) de la fonction
d’utilité indirecte, qui élimine I’externalité.

Soit U'(x{ , .Z)+ M’ la fonction d’utilité de I'agent i ou
— H._....T_

La condition du premier ordre de maximation de I'utilité par I'agent i
s’écrit ici :

(5) Kolm [1975] a étudié le probléme de I'affectation des ressources provenant
des taxes pigouviennes i 'amélioration de 'environnement.
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au? ; L 4
(66) I.|ﬁkw+p./ kwivﬂﬁri E=0, i

e

L+1 i=1
La résolution simultanée des équations (66) donne les fonctions de
demande :

E (pryy)
La fonction d’utilité indirecte de I'agent i est donc :

”— \ i
UHGE (pisi)s X & (B ) T M

=1

1l

(67) Vilps.

d’ol, en particulier :

dv’ oU!  o%f o U’ A_J o8/
(68) - :
Q.uri mH_.t mtri oz f=1 mﬁri
L’optimum social (intérieur) est caractérisé par le programme :
1 Ty
(69) Max ¥ Uf(xi,, B+ XM
i=1 =1
T et I 1
T.Q Drei 2, Fom b 2 M= R R
= i=1 i=1
/HJ
L= 2u %4
i=1
d’ot
au! Loaus ;
N == — ~
(70) —t % =P el R
@Xy oy mg aZ

La taxe uniforme optimale est donc :
L au’
t.o=— 2
L+1 ot oz

151

Considérons maintenant le cas particulier d’un monopole sans couts
variables. (70) devient :
U « AU
aE L L e

Ll i=1

(71)
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de sorte que la taxe optimale ou prix optimal est ici :
I i
(72) R
P
L+1 et WN

Le monopole maxime son profit :

I
Ppyy M._ m;h.r.zu
. —_ L—y”u
Soit Py ,, le prix optimal du monopole.

Si I'on suppose que Ia fonction de profit du monopole est concave @3
la noa.m.cm de revenu marginal est décroissante. La position du prix de EE._QH
pole Pi e mE. rapport au prix optimal py ., dépend donc du signe du
revenu marginal RM évalué ap, ., puisque RM (p,.,)=0.

Or :

L\
(73)  RM(py, ) =— © e

(utilise mm 72
S er (68) (72))

Luski et Lusky (1975) ont alors montré qu’une condition nécessaire et

suffisante pour que p* soit supérieur a » i 2]
p (respectivement p* <
# — 0 <1 (respectivement > 1). > Rpwib

ou u est I'élasticité de Iutilité marginale
Lol

g est I’

du bien L + 1 par rapport au bien

€lasticité de I'utilité mareinal g ité
gmnale de I'externalité par rapport i
L + 1, toutes deux étant évaluées a I'optimum (7) ’ o

G ﬁ.mu Voir mcmmnozm m.ﬁ.rmﬂo:ﬂ [1976] pour une étude approfondie de la décen-
_H.m mm:on des ovsn.ﬁ _umancmum dans des économies avec monopoles et des difficultés
liées & la non concavité trés générale de la fonction de profit.

(7) Voir Lesourne [1977] pour une étude plus compléte de ce probléme.

CHAPITRE V()

EXTERNALITES ET COOPERATION

1. INTRODUCTION

La courbe des contrats d’Edgeworth a été redécouverte par la théorie
des jeux qui lui a donné le nom de «Core», traduit par coeur ou noyau. 11
est apparu que le coeur avait des liens étroits avec le concept d’équilibre
concurrentiel (Edgeworth [1881], Debreu — Scarf [1963], Aumann
[1964]) ; les économistes ont €tudié les cas de non vacuité du coeur et le
contenu de stabilité politico-économique de ce concept. On peut chercher
a élargir la validité des résultats ci-dessus au coeur d’une économie avec
effets externes. Notre objectif sera ici, en partant des définitions adoptées
dans le Chapitre II, de réfléchir sur la notion méme de coeur lorsque des

effets externes existent dans I'économie.

Dans la section 2, nous mettons en évidence la difficulté essentielle |
nous proposons dans la section 3 plusieurs définitions du cceur pour une
économie d’échange avec externalités. La section 4 étudie I'introduction
de la production, la section 5 une difficulté liée aux menaces personnelles.
Dans la section 6, nous critiquons une proposition de Scarf [1971]. Enfin,
nous donnons dans la section 7 un exemple de démonstration indirecte de
non-vacuité d'un coeur défini 4 la section 2.

2. LE COEUR

En nous plagant dans une économie d’échange a L biens et I consom-
mateurs, rappelons tout d’abord la définition usuelle du coeur (voir
Malinvaud [1969] chapitre 6 pour une exposition détaillée).

(1) Ce chapitre est basé sur : «Note sur la définition du noyau dans une écono-
mie avec effets externes». Bulletin de Mathématiques Economiques, 1971.
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Le cceur est I'ensemble des états de I’économie(2) qui ne sont bloqués
par aucune coalition. Une coalition C (sous-ensemble des I participants)
bloque I'état E° (caractérisé par un vecteur de consommation x*° pour
chaque agent i) si :

(a) Vi € C, 3x"! € X ensemble de consommation de I'agent / inclus

am:mnr m<.ﬁéM§mH|vaHo S T,
iec

ou Em_ est la ressource initiale en bien ¢ de I'agent .

(b) Vie C xit = xi0
i
avec une préférence stricte pour au moins un agent |
olt & est le préordre complet des préférences de I'agent i défini sur X',
i
Remarque : il est possible de remplacer (b) par (b’).
(b)) VEIEC xi! & xio
i
On obtient alors une notion de coeur plus faible au sens suivant : le
ceeur (faible) défini avec (b') contient le coeur (fort) défini avec (b). Nous
utiliserons la deuxiéme formulation pour simplifier I’écriture. En I'absence
d’effets externes, les deux sont ¢quivalentes si les préférences sont stricte-
ment monotones.

Lorsqu’il existe des effets externes de consommation, le préordre

G _
des préférences du consommateur 7 est défini sur I1 X’ ou sur X! x RLO-1)
i=1
En termes d’utilité, cela signifie que la fonction d'utilité de I'agent i dépend

de Pallocation qu’il recoit, mais aussi des allocations recues par les autres.

L’ambiguité de la notion de coeur vient alors de la difficulté a définir
une coalition bloquante. En effet, la coalition bloquante doit assurer a
ses participants une utilité supérieure a I'utilité de référence, quelles que
soient les actions des autres. Cette derniére condition, sans importance en
'absence d’effets externes, puisque les fonctions d’utilité sont indépen-
dantes, est ici essentielle, car il faut envisager le comportement stratégique
du complémentaire de la coalition (que nous noterons NAC, N désignant
'ensemble de tous les consommateurs). Nous nous emploicrons dans les
sections suivantes a éclaircir cette difficulte.

(2) Nous choisissons ici cette définition au lieu de la définition usuelle en termes
d'imputations.
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3. LE COEUR DANS UNE ECONOMIE D’ECHANGE

Dans une économie d’échange, on peut donner la définition suivante :

Définition 1

Une coalition C bloque un état E? = (x'°_ ., : x') si (la coalition
est d’effectif & et si nécessaire les agents ont été renumérotés de sorte que
les k premiers appartiennent 4 la coalition)

(@) 3IxTeX WVieC

L xt=2 w #=1,...,L
iseC K=l e
11 k1 {k+1)1 Il = 3 _O...-.ﬂ:u {an
by (s antns % ...ku.h.ma )
ML, L yiyie w.iT:_IHH\ Y b= 8 e
: FENVC {ENAC

. ; |
H__ = Vﬁh (.h.. = Z/ﬁw §

Cette définition du cceur est une définition de théorie des jeux qui
nécessite une information parfaite et suppose un comportement m,ex:.,m.zﬁ
prudence. Pour envisager toutes les actions possibles des autres, la coalition
doit connaitre les ressources du complémentaire de la coalition et I'en-
semble de consommation de chacun des agents de N\C.

Les contraintes a I'égalité (au lieu de I'inégalité <)

. ST
(1) 2 x =X w
iEC iec
et 3 - :
(2) 2 #= X
: iEN\C FENAC

peuvent avoir plusieurs significations. L’égalité peut exprimer 'absence
de libre disposition des excédents. Lorsque la destruction des excédents

est possible sans coits, la formulation ¥ x! <Y w! s'impose. Ce
iec e

n'est pas aussi évident pour I'expression (2) et cela dépend d’une hypo-

thése de comportement. Si la coalition veut prendre en compte R::n_w

les représailles possibles, I'inégalité est nécessaire. Cependant, la nou:,,

tion peut “penser” que N\C cherchera a s’organiser au mieux et non 4

lui nuire ; lorsque les effets externes sont positifs, la contrainte est alors

requise a I'égalité.



96 EFFETS EXTERNES ET THEORIE ECONOMIQUI

Cette remarque montre qu’il est intéressant de rechercher une défi-

nition du cceur qui soit le reflet de I'information disponible dans I'éco-
nomie €tudiée et du comportement des agents de cette économie. Le
contenu de stabilité politico-économique du coeur en est renforcé.

Dans cette esprit, on peut donner une autre définition :
Définition 2 :
Une coalition C bloque I’état E° s; :

(a) Ixtex VieC
2wl ow ¥ wl S5 ISRt
el = iecC

(b) VieC

ﬁ-ﬂ: i HN_ RA__TT:D e, NHGH mr.. mH_D. S n...-_a.c HA.*+:O e k‘.avmuv
L

L’attitude des membres de la coalition semble alors peu cohérente
car Tallocation (x**1D0  x19) peyt nstre pas possible pour N\C ni
désirée par celle-ci. Par contre, la connaissance de (x ®*D0 x1%) parla
coalition C exige un minimum d’information.

L’absence d’information peut conduire i une attitude audacieuse
comme ci-dessus ou, au contraire. 4 une attitude trés prudente (cf. infra).

On peut présenter une définition 3 en remplagant (b) par
() Vi€C, (x1,  x¥1 xk+D1 411y oyl
t
iAHQﬁ.—.mvm Neak H:u c NH.QI_&V

Sl existe des effets externes négatifs, cela peut conduire 4 ’absence
de coalition bloquante autre que la coalition globale. Le coeur est alors
confondu avec I’ensemble des optima de Pareto.

Lorsque les agents de C connaissent les préférences et les ressources
de ceux de N\C, ils peuvent estimer avec quelque raison que ceux-ci res-
treindront leurs activités a une partie notée >z/n (x' ... x*!)de I'ensem-
ble des états possibles pour la sous-économie constituée des agents de N\C
(notée mZ,,nu.

(3) Cette définition est 3 rapprocher de I'équilibre non coopératif défini dans le
chapitre II. Celui-ci appartient i Iensem ble des états qui ne sont pas blogues par les
coalitions formées d’un seul consommateur.
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Dans une définition 4, (b) est remplacé par :
) VielC (x| xFL IR Yy i x10)
t

,QAHA*.I:...H:.._m.P HH:.‘.H»HU

N\C

Par exemple, la coalition C peut estimer que les agents de N\C se
restreindront au coeur de F (définition 4.1) défini par la correspon-

N\C ;
dance Cyc G R i e /_u_.mﬁmmd ou 4 l'ensemble des optima de
Exves Onye(x™ ... x*') (définition 4 2) ou encore a 'ensemble des ,.mz:m
qui satisfont a la rationalité individuelle Nz/oﬁk: ... x¥Y)y (définition
4.3).

Chaque hypothése sur le comportement de N\C fournit une défini-
tion du coeur. Il faut ensuite étudier les relations entre les divers concepts
étudiés.

On a des inclusions évidentes ; notons nk le coeur relatif a la définition
x, O I'ensemble des optima :

0TI Craey 56 o0,
¢ a0 5

4-1

OS5I,

La force d’un résultat de non-vacuité de coeur dépendra de la défini-
tion choisie. Par exemple, ’appartenance d’un état a C, (définition la plus
utilisée car la plus liée a la théorie des jeux) n’assure pas qu'il puisse se
réaliser dans I’économie étudiée.

On peut enfin imaginer des définitions plus complexes dans lesquelles
les coalisés supposent, si I'effectif de C est faible, que le reste de ’économie
vit sous un régime concurrentiel, mais, si I'effectif de C est important, que
les agents de N\C se coalisent. Nous nous limiterons a ces réflexions pour
examiner maintenant les difficultés créées par I'introduction de la produc-
tion.

4. LE COEUR DANS UNE ECONOMIE DE PRODUCTION

Il est déja difficile de définir en 'absence d’effets externes le coeur
dans une économie de production. Le probléme vient de la définition
de I'ensemble de production d’une coalition. On peut attacher a chaque
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agent un ensemble de production Y{ et supposer que <n = M b

iec
(économie de consommateurs producteurs : Nikaido [1971]). On peut,
comme dans Champsaur [1974] définir une régle de majorité pour la
détention d’une entreprise.

Aussi. nous limiterons-nous au cas des consommateurs producteurs
pour éliminer certaines lourdeurs de définition sans intérét direct pour les
effets externes. Néanmoins, les généralisations au cadre d’hypothéses
technologico-institutionnelles de type Champsaur [1974] sont évidentes.

Lorsqu’il n’existe que des effets externes entre consommateurs, on a
immédiatement la définition suivante :

Définition 5
Une coalition C bloque I'état E° si :

(a) Ix" €X' vieC

¥ (x-uwf)E M Y

ieC eC

(b)) WiEQ e R el &)

f

d‘ﬁ‘ﬁiﬁ._r_u.:.k.:wm ~u....ﬁ__....+5....unh“_1.u._..~.m b, & : Vi€ N\C

et Y F-whHE ¥ ¥

IENAC iEN\C m

Llintroduction des effets externes de production rend la définition
assez complexe. Pour simplifier, nous supposerons que les gouts des con-
sommateurs dépendent de la production totale et non de sa répartition
entre les entreprises. (Il s’agit bien d’une simplification, car, par exemple,
le probléme de la pollution a une dimension spatiale évidente). Les

I .
préordres de préférence sont alors définis sur 1 X xRY. Nous forma-
i=1

lisons comme au chapitre II les effets externes entre producteurs par des
correspondances de production Y© (#N'C)ou yN\Cest le vecteur de produc-
tion de N\C. La présence d’externalités empéche ici de définir I’ensemble
de production de la coalition C de facon additive.

On a alors la définition suivante :
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Définition 6
Une coalition C bloque I'état E° si :

(a) Ix1 X’ vieC

ye= T (M —when Y pNOpNee YN R=T (")

i€C
(b) ViE€C (x'. .. xk1  x+DL X', pC o+ v_z/nv
1
N_._. Cna. v, xlo . f..l u_._.f_
i=1
wixFrOL it NGy e w (AL ok pMGIte X VIEDNE

ety™C= ¥ (x'—w) € YN () W_
iEN\C

Ces définitions correspondent 3 une information parfaite et a une
prudence extréme. Il apparait clairement ici que la théorie économique ne
peut accepter 'hypothése d’information parfaite issue de la théorie des
jeux si elle veut obtenir des concepts maniables. On pourrait comme 4 la
section 3 donner d’autres définitions en modifiant ces paramétres. On
rejoint alors la difficulté discutée a la section précédente de la définition
de linformation disponible et du comportement vis-3-vis de cetie infor-

mation. Nous préférons examiner maintenant un autre probléme.

4. — a-COEUR OU B-COEUR

Dans les définitions précédentes, nous avons exigé d’une coalition
quelle posséde une stratégie (choix d’activités) qui lui assure une situation
supérieure au sens de Pareto a la situation initiale, quelles que soient les
activités des autres agenmts. On appelle a-coeur (voir Aumann [1967])
le cceur qui correspond & ce type de définition d'une coalition bloguante.

Dans ce cas. si un agent hors de la coalition est émetteur d’un effet
externe négatif unique susceptible d’étre regu par un membre quelconque
de la coalition, il suffit que l'externalité soit importante 4 I'échelle d’un
individu (bien que négligeable a I'échelle de la coalition) pour que la coa-
lition ne puisse plus se former. Cette situation est assez peu réaliste.
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On peut remédier 4 cet inconvénient de deux facons.

— D’une part. si on a des préordres représentables par des fonctions
d’utilité, et si on peut considérer que 'utilité est transférable grice a I'exis-
tence d’un bien tel que la monnaie, on peut dire que la coalition se forme
si:

Définition 7

(a) BrEX WIEC: Y Gt —w)EY ¥
i=C I=C
K k
(b) M_ wf (11 xR U H_J > M wl (X1, .. .«Ev
i=1 i=1
dAHan_:.....uun:‘vm “_“.Kk+_u..<.un_w,_‘ M ﬂHmlwﬁ"mvm
- iENNC
Y Y xeXxt, sz/n“
{ENAC

Nous appellerons y-coeur le cceur qui correspond a cette définition
d’une coalition bloquante. Il est clair que le y-cceur est inclus dans le
Q-coeur.

D’autre part, on peut supposer que la coalition C se forme si elle
posséde, quelle que soit I'action de N\C, une stratége réponse qui lui
donne une situation supérieure au sens de Pareto a la situation initiale.

Définition 8
C bloque E? si :

V(x®*IN )y e h (x®*D | xD/xfe X Wie N\C et

Y —uhe 3 Y|

IEN\C iEN\C |

m:x:.:w.ivmw (b, xS Y o =wi)E M i
i=C iEC
et x‘ex’ S.mnﬂ

fehigue  {x kP el (el ) CVEE
]

Le cceur correspondant s’appelle le (f-cceur. De facon évidente, le
-cceur est inclus dans le a-cceur.

Remarque : Si, pour toute coalition C, il existe une stratégic de N\C
uniformément la plus mauvaise pour chaque agent de C, on a I'égalité
de l'a-cceur et du f-ceeur. Cest généralement le cas pour les effets externes
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positifs (pas toujours cependant. car il peut ne pas exister dans I'ensemble
de consommation borné inférieurement de vecteur x* tel que Vx €X
X == X))

Il est utile de faire toutes ces distinctions pour examiner la littéra-
ture et les exemples proposés. Ainsi, Shapley et Shubik [1969] ont donné
I'exemple suivant pour justifier I'absence de résultats en présence d’ex-
ternalités négatives en disant que “‘le cceur™ était vide.

Ils considérent trois joueurs qui possédent chacun en quantité |
des déchets qu'ils peuvent déposer dans les domaines des autres. Soit
x/* la quantité de déchets déposée par le joueur/ dans le domaine du joueur

£
m._.J o
(X x=1 vj)
i=1
3,
L'utilité ressentie par le joueur i est u' = — 2> x/%

(%) LT

Le y-ceeur (égal ici au fB-ceeur) de cette “économie” est vide. En
effet, une allocation du 7y-cceur doit étre telle que :
u=—2 i€{1,2,31=N
ut +ul =—1 (i, )ENxN i#j
w' +ut +a?=—3
Le B-coeur est représenté par Uintersection des trois segments en traits
gras de’la figure 1. Il est vide.

W

Figure 1



]
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; Par contre (comme I'affirme le théoréme de Scarf [1971] cf. section
suivante) 'o-cceur n’est pas vide :
ViEN u'>=2-—2
La nom_.:moa de deux joueurs ne peut assurer 4 chacun plus de — 1
car elle ne sait pas ol le troisiéme joueur frappera.

L’élément (— 1, — 1. — 1) appartient 4 ’a~coeur.

6. — LA SOLUTION NON-COOPERATIVE DE SCARF

mom% [1971] a proposé un concept de coeur (solution) différent par
le choix de I'espace des stratégies des agents.

Revenons a une économie d’échange i L biens et I consommateurs :

pour lui, I'espace des stratégies de I'agent ; est inclus dans R cest-a-dire
que chaque agent choisit un vecteur de consommation x qui le concerne
2

. - *
mais aussi un <m2n:w. x'" pour chacun des autres consommateurs, d’oi
son vecteur de choix x = (x!, .. . x% .. ., 6 x)ye R .

i Les contraintes sur ce choix (ressources initiales, ensemble de consom-
mation) sont représentées par un espace de stratégies E.

La fonction d’utilité de I'agent i u'(x'...x!), est définie sur

: ;
E=1I E"
i=1

Les liaisons entre les agents sont de deux sortes :

E,v d’une part, il existe des effets externes, puisque u’ dépend des
allocations regues par les autres consommateurs.

(b) d’autre part, un agent peut distribuer ses ressources entre tous

les consommateurs qui sont obligés de les consommer sans redistribution
possible.

Scarf fait les hypothéses suivantes :
Hypotheése 1 :

: i
Vi, E' est un ensemble convexe compact non-vide.

Hypothese 2 :

S s I . : .
Vi, u' (x'...x")est une fonction continue quasi-concave par rapport

d I'ensemble des arguments.
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Théoréeme (Searf [1971]))

Sous HI . H2, il existe au moins une stratégie jointe (x'... x) en
équilibre au sens qu'aucune coalition n’a de stratégie alternative qui garan-
tisse un niveau d’utilité plus élevé i chacun de ses membres indépendam-
ment des choix de la coalition complémentaire.

Précisons que, pour appliquer son modéle a une économie d’échange,
Scarf considére que les fonctions d’utilité dépendent de l'allocation globale

I

A M. k‘_.nv de chacun des agents. Avec son hypothése (b), ceci lui permet
i=1

décrire que lespace des stratégies des agents d'une coalition C est le

produit des espaces de stratégies individuels E(C) = II E.
iec

Notre critique porte sur I'application de ce théoréme au probléme
des externalités. Fn effet, pour nous, un effet externe est un effet indirect
d’une activité de consommation ou de production d’un agent sur I'ensemble
de production, la fonction d’utilité ou I’ensemble de consommation ou
d’un autre agent. La liaison de type (b) entre les agents de son modéle ne
nous semble pas correspondre a des attitudes d’agents économiques.

Le phénoméne essentiel @ décrire est pour nous le choix par un
consommateur de son vecteur de consommation qui par ailleurs produit
des externalités et nmon un jeu de redistribution de ressources initiales
désirées ou non (tel I'exemple de Shapley-Shubik, qui reléve davantage
de la théorie des jeux que de I'économie).

Le modéle de Scarf conduit au cadre peu descriptif suivant :

Tout agent accepte de consommer des biens qui lui sont donnés
ainsi, si cette consommation a des effets externes positifs pour une coa-
lition C dans laquelle il n’est pas (ou des effets négatifs pour les agents
de la coalition N\C dans laquelle il est), C peut obtenir de facon certaine
des effets externes positifs importants de N\C (et inversement, C peut
induire des externalités négatives sur N\C par des consommations forcées
des agents de N\C). Un agent de N\C qui regoit un bien de C ne peut pas
le redistribuer dans N\C, ni le détruire.

Ce modéle n’a que peu de rapports avec une économie d’échange.

Par rapport 4 notre conception d’une stratégie d’un agent, cela revient
4 accroitre 'espace des stratégies des agents. Aussi, si les effets externes
ne sont pas personnels (au sens qu’ils ne dépendent que de la quantité
globale du bien consommé générateur de I’externalité) et si les biens sont
tous désirés par tous les consommateurs, on comprend qu’étendre les
espaces de stratégies comme le fait Scarf est peu important dans la mesure
ol les agents n'ont pas (ou presque pas) intérét a se placer dans ces ex-
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tensions (c’est-d-dire, concrétement, 4 donner une partie de leur ressources
initiales aux autres). Le modéle de Scarf peut alors convenir. Cependant,
il s’agit d’un cas peu important qui revient presque & nier I'existence d’ex-
ternalités en 'absence de libre disposition.

En effet, si I'agent i est sensible 4 la consommation en bien € par
P’ensemble des autres consommateurs :

1
[ T iy sl i
u'(x', ) = uf(x’, ¥ %D =wf(xr, wy —-Xg)
i=1
j#1
ou w, désignent les ressources globales en bien €.

La quasi-concavité de u’ par rapport d tous ses arguments entraine
celle de w'(x%, w, — X;) par rapport i (xi.. X e x;). Daprés le
théoréme de Scarf (1967) le cceur est non-vide. La démonstration de non-
vacuité est donc évidente.

Remarque

Appelons C1’ le cceur qui correspond 4 la définition 1 avec inégalité
(libre disposition). Si tous les biens sont désirés et si tous les effets externes
sont positifs, les définitions de Scarf reviennent simplement a accroitre le
pouvoir des coalitions, donc a réduire la solution par rapport & CI'. Dans ce
cas, la non vacuité de sa solution implique la non vacuité du coeur CI’.
(Nous donnons dans la section 6 une démonstration différente de la non-
vacuité de CI' avec le méme type d’hypothéses). :

Enfin, pour montrer I'insuffisance du résultat de Scarf pour les effets

externes. nous donnons ci-aprés I'exemple d’une économie a cceur vide
(au sens de la définition 1), qui satisfait ses hypothéses.

Soit une économie d’échange constituée de trois biens et de trois
consommateurs dont les fonctions d utilité sont :

wh=x —x

W
I

X

=X — %

Wi R

L’agent i posséde une unité de bien i + 1 , 0= ,p , 2,3 avec
(3 +1 =1). L'ensemble de consommation de Pagentiest X' = [0,+ 003 ;
.&. est la quantité de bien j consommée par I'agent ;.

20

Soit une allocation quelconque Xt A

30
._uﬁm '

@+t =0

|—
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Une coalition (i, i + 1) peut réaliser (0, 1).
Siu'=0,i=1, 2,3, chaque coalition (1, 2) (2, 3) (3, 1) bloque

3
cet état. Tous les u' ne pouvant étre positifs A M w = ov supposons
i=1

que u' = — € <0 ; il faut alors que «* > 1 pour éviter que (1, u.v ne
bloque. Or, ceci est impossible d’aprés les ressources initiales. Par symétrie,
on voit que le ceeur fort est vide.

Pour démontrer la vacuité du cceur faible (auquel se référe Scarf),
il faut modifier quelque peu les fonctions d utilité :

1

: SR e § 3 e 1 1
u Ipulkw+moﬁxu+auw
1
e 1 e o il 2
zulaplx_+mo§_+fu
1
=, HRPE et | 2 = 3 3
u |HuIHu+NOmHu+HHV

La démonstration un peu fastidieuse n’est pas donnée ici. On
remarque que, dans ces exemples, les effets externes sont personnels.

La solution de Scarf est non vide ; 'imputation & 2 20 par

exemple n’est pas bloquée. Pourquoi ? La coalition (1, 2) qui, avec notre
1 € :

formulation, peut réaliser & + Nm_ 1 — e ne peut plus obtenir que

il + €., — € . En effet, I'agent 3 peut, en forcant I'agent 1 4 consommer

20
du bien 1, créer une externalité négative de — 1 sur I'agent 2. On comprend

dés lors le manque d’intérét d’un tel schéma pour une économie d’échange.

7. —UNE DEMONSTRATION DE NON-VACUITE DE L'a-COEUR, CI'

Nous allons dans cette demiére section donner i grands traits une dé-
monstration indirecte de la non-vacuité du coeur (définition 1, avec iné-
galités) dans une économie d’échange E (I consommateurs, L biens) avec
effets externes positifs (en précisant et élargissant une idée de Shapley-
Shubik [1969]).
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Hypotheses

Vi, u’ définie sur X’ x REC~Y est continue non décroissante et quasi-
concave par rapport a 'ensemble des arguments.

Vi, X' est convexe, fermé

X C RY : 0 € X' (ceci pour simplifier 'exposé)

w! e X!

On construit une économie fictive E en associant & chaque effet
externe autant de nouveaux biens (k) que d’agents concernés plus un.

Par exemple, un effet externe est produit par p. , bremiére compo-
sante du vecteur de consommation de 1'agent 1.

On considére alors une entreprise fictive possédée par 'agent 1 qui
achete le bien 1 et produit k produits joints fictifs.

z, =% bien ‘1"

ref s 2
2z, =x; bien 1
z. =) bien 1*

(Cette construction d’une économie associée est légérement différente
de celle proposée au Chapitre I1I qui aurait pu étre utilisée).

k = Isile concernement de I'effet externe est collectif.

Dans E le bien 1' remplace pour ’agent 1 le bien 1 ; chaque bien 17
i 2 2 (qui se substitue a I'effet externe) est acheté par I'agent i, seul inté-
ressé. L'ensemble de production fictif est un cdne convexe qui contient 0.

Nous généralisons de facon évidente cette construction. Dans E le
nouvel ensemble de consommation de I’agent i est 1 X! =X x RX-U o
'on ne doit pas oublier que dans X' un bien j' peut avoir qoaﬁ_mnn un
bien j.

Vi, X est un ensemble convexe fermé borné inférieurement,

Vi, w =(w,0)€ X'

Vi, u' =u est continue et quasi-concave sur X.

Tout ensemble de production est un ensemble convexe fermé conte-
nant 0. L’ensemble des réalisables est borné (évident). Par le méme argu-

ment que dans Shapley-Shubik [1969], on montre que les coeurs de E
et E sont identiques. L’économie E de consommateurs producteurs vérifie
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les hypothéses du théoréme de Champsaur [1974] (P. Champsaur montre
que le noyau est non-vide en prouvant que le jeu associé est équilibré et
en utilisant le théoréme de Scarf [1967]). Le coeur de E, et, par suite,
celui de E est non-vide.

8. CONCLUSION

Notre objectif trés limité dans ce chapitre a été d’exposer les diffi-
cultés rencontrées pour définir un concept de coeur dans une économie
avec effets externes. Le point de vue «maximin» de la théorie des jeux ne
semble pas approprié pour une telle définition. Malheureusement, aucune
autre définition ne s’impose par sa logique. La seule conclusion générale
semble étre la possibilité, avec effets externes négatifs, de vacuité du
«coeur» pour la plupart des définitions adoptées. En information parfaite
les états réalisés par les divers mécanismes d’allocation des ressources
possibles présenteront une certaine instabilité puisqu’il existera toujours
des coalitions désireuses de les remettre en cause. De plus, il n’a toujours
pas été possible de construire une notion de coeur, méme ad hoc, qui
permette de retrouver I’équivalence asymptotique du coeur et de 1'analogue
des équilibres concurrentiels en présence d’externalités, les pseudo-
équilibres concurrentiels ou équilibres de Lindhal (voir Champsaur,
Roberts, Rosenthal [1976] dans le cadre des biens publics).

Par suite, I'approche théorie des jeux de la question des effets externes
apparait quelque peu dans une impasse. Peut-étre faut-il faire appel a des
concepts de solution différents du coeur pour tenir compte de facon réaliste
des possibilités de menace du complémentaire d’une coalition ?



CHAPITRE VI

EFFETS EXTERNES ET PLANIFICATION (%)

1. INTRODUCTION

Les seuls avantages relatifs notables des procédures de planification
par les prix du type Lange-Arrow-Hurwicz sont d’une part la faible dimen-
sionalité du message que le Bureau Central de Planification (BCP) doit
transmettre a la périphérie et d’autre part la simplicité du message réponse
de la périphérie (seulement des quantités) et la simplicité des opérations
du BCP qui en particulier n’a pas besoin de mémoriser les différentes
etapes de I'itération.

Ces procédures ne possédent pas les propriétés de monotonicité et de
possibilité(?) mises en avant par Malinvaud (1967). Au prix d’'une plus
grande complexité des opérations du BCP (qui doit 4 chaque étape résoudre
un probléme de programmation non-linéaire et doit mémoriser les diverses
réponses de la périphérie qui lui permettent de construire une représenta-
tion des possibilités techniques de toute I'économie), Malinvaud (1967) a
obtenu une procédure de planification par les prix qui posséde les pro-
priétés de monotonicité et de possibilité, tout en conservant la faible
dimensionalité du message que le BCP doit transmettre.

Lorsque des externalités technologiques sont présentes dans ’écono-
mie, on peut en créant des biens artificiels associés aux effets externes.
construire des méthodes de planification calquées sur les méthodes décrites
ci-dessus [voir Aoki (1971), Davis et Whinston (1966]. Toutefois, lorsque
les effets externes sont 4 concernement collectif, ces méthodes perdent (en
ce qui concerne les biens artificiels) un avantage crucial qu’elles ont sur les

/

/

/

(1) Ce chapitre est basé sur une note commune non publiée avec P. Saint-Pierre
«Management avec externalitésy», 1972,

(2) La propriété de monotonicité signifie qu’ chaque itération la fonction objec-
tif du BCP croit. La propriété de possibilité signifie qu’a chaque itération le plan défini
par le BCP est techniquement réalisable, ce qui permet de s’arréter avant que la procé-
dure ait convergé.
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méthodes de planification par les quantités, a savoir la faible dimensionalité
du message du BCP puisqu’il faut un prix pour chaque agent et chaque effet
externe.

Les procédures de planification par les quantités qui ont été pro-
posées(®) [Weitzman (1970), Heal (1969) (1971), Collomb et Zylberberg
(1975)] ont en commun la relative complexité du message que doivent
transmettre les unités de la périphérie au centre ; elles doivent fournir une
approximation locale de leur ensemble de production. La procédure de
Weitzman n’a pas la propriété de «possibilité», ce qui rend sa propriété
de monotonicité décroissante(?) peu intéressante. La procédure de Heal
au contraire obtient 4 la fois monotonicité et possibilité.

Lorsqu’une entreprise produit plusieurs outputs avec des possibilités
de substitution, Heal (1971) a proposé une procédure mixte dans laquelle
le BCP envoie 4 une entreprise un quota d’input et un vecteur de prix pour
les outputs. La périphérie doit renvoyer des prix pour les inputs et des
quantités pour les outputs. Au prix d’une certaine complexité de messages,
Heal a construit une procédure qui posséde les propriétés de possibilité et
monotonicité(®). Il propose dans Heal (1973, Ch. 9) de I'appliquer aux
externalités. Pour les raisons mentionnées ci-dessus, I'avantage de la partie
«prix», en termes de dimensionalité, disparait pour les effets externes a
concernement collectif.

L’objectif de ce chapitre est de proposer, dans une €conomie avec
effets externes, des procédures de planification par les quantités qui ont
I'avantage d'une simplicité extréme des messages pour le BCP et la péri-
phérie ainsi que d’une grande simplicité des calculs du BCP. Leurs incon-
vénients relatifs qui, dans I’état actuel des connaissances, sont limités,
seront discutés en conclusion.

(3) Dans le cas des effets externes, la seule procédure de planification par les
quantités qui ait été proposée est celle de Heal (1973).

(4) Monotonicité décroissante signifie que la valeur de la fonction objectif du
BCF, exprimée au programme non réalisable de 'étape n, décroit de fagon monotone
avec n. Si on contraint la proposition de Iétape n & étre réalisable, l]a monotonicité
disparait.

(5) Cette procédure a l'avantage de conserver ces propriétés dans le cas de non
convexités ; cependant la convergence est bien sur seulement vers un maximum local.
Cremer (1976) a proposé une procédure quantité-quantité qui converge vers le maxi-
mum global en présence de non convexités.
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2. LA FORMALISATION DU PROBLEME

Nous considérons une économie d £ biens de consommation et g res-
sources productives. Le BCP aura selon les cas une fonction d’utilité sociale
linéaire associée au vecteur de prix a la consommation T € R* ou une fonc-
tion d’utilité sociale U(.) définie sur les productions de biens de consom-
mation.

Le BCP connait le vecteur de ressources productives w € R? qu’il doit
allouer entre les différentes unités de production de la périphérie.

Soit (¥, x’)€RY, le vecteur de production de Ientreprise J,

j=1,...,], ouy représente I'output et x/ 'input.
Nous notons :
Al RN i e L S
rZ ARG S o SIE Y L DR )

Le vecteur (3/, %) définit I'environnement de I'entreprise j. L'existence
d’effets externes de production(®) signifie que les possibilités techniques
de lentreprise j dépendent de son environnement, c’est-a-dire qu’elles sont
décrites par une correspondance de production Y/ (.) qui associe i tout
environnement (37, /) € RU-DE7@ Jes activités techniquement possibles
de I'entreprise j ; Y/ (3, %) C R**4.

L'ensemble des programmes de production techniquement possibles
pour le systéme productif est :

Y = 0 ) 0 A E YV LD T = V00 B
Nous faisons sur les correspondances Y/(.), 'hypothése suivante

Hypothése 1 :¥j=1,...,], la correspondance Yi() de RO-DE+Q)
dans R%™9 est s.c.i., 2 graphe convexe fermé et a images contenues am.nm un
ensemble compact C. De plus VG, ¥) € RV-DED 0 € Y/ (57, X).

Le fait que le graphe de la correspondance soit convexe| signifie,
en particulier que les effets externes sont a rendement marginaux \décrois-
sants s'ils sont positifs et croissants s’ils sont négatifs, hypotheéses qui
recouvrent une grande partie du phénoméne. Nous avons noté aux chapitres
Il et III, comment les effets externes négatifs introduisent des non con-
vexités. Toutefois, nous avons besoin seulement de la convexité de I'inter-
section du graphe de la correspondance de production et d’un ensemble

(6) Les effets externes de production sur les consommateurs sont directement
pris en compte dans la fonction objectif.
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convexe compact qui contient l'ensemble des états réalisables, ce qui
revient 4 mettre une limite au caractére néfaste des effets externes négatifs.
La compacité signifie que les possibilités de production sont bomées ce
qui ne semble pas restrictif dans le cadre d’une planification 4 court terme.

Un programme de production (y',x')... (", x*) est dit semi-
réalisable, s’il satisfait a4 la contrainte de rareté sur les inputs, c'est-d-dire
si

J
M = w
i=1
Un tel programme sera donc possible en ce qui concerne les utilisa-
tions d’inputs, mais ne produira pas les outputs attendus.
Un programme de production est dit réalisable s’il est 4 la fois semi-
réalisable et techniqguement possible.

Une procédure de planification est dite possible (resp. semi-possible),
si le programme de production défini & chaque itération est réalisable (resp.
semi-réalisable).

L’ensemble des programmes de production réalisables est noté
Y*= {0, %) =0, 2", o O 200G 20 € ¥, X)),

J
j=1,...,] e 2 xi<w

—
j=1

Nous introduisons des coflits d’échange d’information(’) qui sont
formalisés par une fonction C(y).
Hypothése 2 : C(y) de R™ dans R est croissante et strictement convexe.
Le programme du BCP est alors :

J
Max 7 Y ¥/ —C(»)

i=1
(ax) e

Dans une deuxiéme procédure nous ferons 1.

(7) Le caractére ad hoc de ce cout informationnel pour obtenir la stricte conca-
vité de la fonction objectif est manifeste. I serait néanmoins facile de trouver des jus-
tifications diverses 4 I'introduction d’un élément de stricte concavité dans la fonction
objectif. De plus, en son absence, on pourrait faire fonctionner la procédure A qui
aurait seulement des propriétés de convergence plus faibles.
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mwnctﬂmmm 3 : U(yp) est strictement concave

et le programme du BCP sera défini comme :
Max U(»)
(- x)E X

Le BCP se dédouble en un centre de gestion des ressources productives
(CGR) ou agent 0 et un centre de calcul (CCP) qui centralise et diffuse les
informations.

Soit B une boule compacte qui contient tous les Y/(37, x’) ,
v (7, x’) .vj. Elle détermine une échelle maximale de production a
court terme. Nous supposons ici que cette information est connue du

centre et de la périphérie qui sont contraints d’opérer dans ses limites.

Nous appelons ensemble de production généralisé de 'entreprise J :

Y =10y, ) = (00, 20 i 0 D)oo OF L BP0
Gl XY E Y (T, 7)) (P F)E BT
Nous associons éealement au CGR un ensemble de production géné-
ralisé :

YO = {Cy, %)= (O, x1),. -, F; 2N W. xl < w,
j=1
(G, D) E B, i =1,...,3}
Nous avons :
Y*=n Y.
=0
D’aprés HI, Y/ est convexe et compact pour j = 0,..., J. Y* est

donc aussi convexe et compact.

3. — PROCEDURE A

Le role du CGR est de rendre le programme final compatible avec les
ressources productives de I'économie en minimant les colts d’information.
Il a semblé utile d’introduire dans sa fonction objectif la valeur de la
production & coté du cotit d'information pour ne pas accorder 4 ce dernier
terme difficile a préciser un role trop important.
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I
La fonction objectif du BCP qui peut étre réécrite 2 M 7yl — C(»)
s'éclate en 1 + 1 fonctions : =t
s
1°(p) = Y wy/ —d(y) avecd(y) = 2C(y)
j=1

Vo =wyly f=1,..1,J
Le programme global s’écrit :

A}
Max ¥ J/(¥) =J(»)

—
j=0

Il existe une solution unique a ce probléme de la maximation d’une
fonction no::wcm strictement concave sur un ensemble convexe compact
nonvide (0 € Y/, j=0,...,1).

Définition de la procédure

Litération n + 1 de la procédure comprend les étapes suivantes
1) Le CCP propose a chaque entreprise et au CGR un vecteur d’ac-
tivité (®) (3™, x™) et un paramétre 7,,, qui définit une pénalité s’ils
s’écartent de la proposition du CCP.
~ 2) L'entreprise j(G=1,...,]) maxime la valeur de sa production
V (y) sur Y/ (°), tout en ne s’écartant pas trop de la proposition du CCP,
c’est-d-dire résout le programme.

1

Max J/ ('y) — [y — P+ fx— x?]

a.._a+.

(y,ix)EY

Soit (fy®*1) ix(®+1)) Je vecteur optimal qu'elle transmet au CCP.

(8) Dans une application, le CCP ne transmettrait que les variables pertinentes,
clest-i-dire que le vecteur de production de I'entreprise et les niveaux d’externalités
qui I'affectent.

(9) L'entreprise j utilise pour cela un vecteur prix 7 qui doit lui étre transmis
par le CCP. En ce sens la procédure est mixte. Toutefois, ce vecteur de prix sociaux
n’est pas révisé au cours de la procédure.
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3) Le CGR maxime également J%(y) dans Y® tout en ne s'écartant
pas trop de la proposition du CCP soit :

1

Max ...—oﬁcu\v . :.uw\. =L v.,A:v_u 4 moun e H?:m”_
.ﬂz..__

(°y, %) € YO.

Soit (Op@*1) 0x(*1)y  Je vecteur optimal que le CGR transmet
au CCP.

4) Le CCP calcule les vecteurs d’activité suivants :

J;

p@tl) = N fylnr1)
I+1 5
1 J

Hn=+: = — ¥ Jy(ntl)
I+t

qui sont transmis a la périphérie d I'itération n + 2 avec un nouveau para-

métre de pénalité7,., <7 . .

Le CCP calcule aussi les programmes suivants :

[yl iyt ntd
f(n+1) = ¥ Ty =10, s T avee Ont1) M Tk
o iy J () e=
(n+1) k=1 X el
ainsi que :

TR
Y isnt1)

zintl) = b
AR | oo

Notons que ‘z"*1) € Y/, ¥n : en particulier (°y®*1), Ox(**1)y€ Y°
de sorte que le programme de production (°p®*1) 0x(*1)) est semi-
réalisable et la procédure qui sélectionne i chaque étape °z"*") est donc
semi-possible.

L'objectif des pénalités est de faire prendre en compte a chaque
agent les contraintes de son environnement avec une acuité croissante
pour converger vers une solution globalement réalisable. Un choix appro-
prié des pénalités permet aussi de converger vers unc solution efficace.

Hypothése 4 : La suite 7, vérifie :
N0 <1y BT, 5 VR

(ii) lim 7, =0

H—rom

o
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N
Ezta QAZVH:EJ

N-—roe N— s

T =+ o0

n

1
Ouﬁ exemple 1, = iv.
n

Nous sommes alors en mesure de démontrer le :

Théoréme 1 : Sous H1-H2-H4, la procédure détermine des suites de pro-
grammes qui convergent vers la solution optimale. De plus, I'une de
ces suites est semi-réalisable.

Démonstration : voir section 6.

Notons qu'il est facile de construire & partir des suites calculées par
le CCP une suite de programmes réalisables qui converge également vers
le programme efficace.en l'absence d’externalités ou si les externalités
ne sont pas réciproques.

L’inconvénient majeur de la procédure A, en plus du manque de
monotonicité auquel nous reviendrons plus loin, est que c¢’est la moyenne
des réponses de chaque agent qui converge et non la derniére réponse de
l'agent.

Ceci peut avoir un inconvénient au niveau des incitations. Avec une
rémunération des dirigeants d’entreprises fonction de la valeur de la pro-
duction nette des pénalités, on congoit qu'a chaque étape le dirigeant
ait intérét 4 maximer la fonction objectif qui lui est attribuée (il peut
essayer de manipuler quelque peu ses réponses pour modifier la décision
finale en sa faveur, mais ce comportement disparait avec une hypothése
de myvopie justifiée par Iincertitude concernant l'arrét de la procédure).
Ici, 'hypothése de myopie est plus difficile a accepter. On peut toutefois
améliorer les résultats en faisant dépendre la rémunération des dirigeants
de la suite des valeurs de leur production nette des pénalités et non seule-
ment de la décision finale.

Supposons que les cotits d’information soient décentralisés, c’est-a-dire

1 ) J
C(y) = 2, Ci(y') et éclatons la fonction objectif ¥ wyi =), ¢lh)
j=1 i=1 j=1
d’une fagon différente :
Higy= ﬂ.i_ )0 0 T A T
P (y)=10

Le méme résultat de convergence que le théoréme 1 est alors valable.
Avec I'’hypothése supplémentaire HS, on peut de plus montrer le corol-
laire 1.
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H5 — C/(.) est continament différentiable et convexe avec un rayon
de courbure inférieur 4 une constante positive. =
Corollaire 1 : Sous H1-H2-H4-HS, en I'absence d’externalités, la procédure

de planification A est telle que les suites (/y™,/x¢),j = 0. ..., J,conver-
gent vers la solution efficace.

Démonstration : cf. section 6.

Ainsi, en I'absence d’externalités, la procédure A a la propriété de
convergence habituelle des procédures de planification. Nous allons
montrer qu'il est possible d’avoir ce résultat en présence d’effets externes
si on modific la procédure d'éclatement, d’une fagcon qui affaiblit le
caractére incitatif des fonctions objectifs décentralisées.

4. — PROCEDURE B

La fonction objectif du Bureau Central de Planification est ici plus
générale. Il sagit d’une fonction d’utilité sociale U(.) définie sur les
outputs. Le programme du BCP s’écrit :

Max U(y)
Au_‘. ’ \.ﬂw S /\%

La procédure B est de la méme nature que la procédure A, mais
correspond a un éclatement différent de la fonction objectif qui est ici :

1%(y) = U(y)
V(=0 i Tt ¥

Chaque itération de la procédure comprend maintenant les étapes sui-
vantes :

1) A Titération n + 1 le CCP propose aux entreprises et au CGR un"
programme de production (»("), x").

2) Chaque entreprise répond par le programme de production réa-
lisable le plus proche de la proposition du CCP. c’est-d-dire résout le pro-
gramme

Il

Il

Min T..c e .cni_n a4 _“.H ' H?:»
Cy,’x)€Y

Elle transmet la solution optimale (/y**1), ix*1)) au CCP.
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Il en est de méme pour le CGR qui transmet (°p@*1)  0Oy(n+1)y

3) Le CCP calcule une moyenne pondérée des réponses :

Sl nt1) »

J Fpl
J=0

J
avec o, =
Jypln#1) - i

OMA3+ 1) n j=0

X

Ensuite le CCP maxime la fonction objectif U(.) tout en ne s’écartant pas
trop de la moyenne des réponses, c’est-d-dire résout le programme :

1

27

n

Max CCL = :._\ it oﬂ?+5_u i _k r _uuw?+:m_

et transmet la solution optimale (y”*1, x@*1)) aux entreprises et au
CGR.

Hypothése 6 : U(.) est continiment différentiable et convexe avec un
rayon de courbure inférieur 4 une constante positive.
Hypothese 7 :

i) lim 7, =0

n—+o

! 1
i) 7, V._.:i er..ﬁx
N
iii) lim M m....: uu =4 oo

Nous pouvons alors démontrer le :

Théoréeme 2 : Sous H1, H3, H6, H7, les suites de programmes de la procé-
dure B, (¢, xt), (ip(m Jx(My j=1,...,] convergent vers la solu-
tion optimale. De plus, la suite (3™ , x{")) définie par le CCP constitue
une suite de programmes semi-réalisables.

Démonstration : cf. section 6.

5. CONCLUSION

i S,
Nous avons défini des procédures de planification dans des économies
avec ou sans effets externes dont la caractéristique essentielle est I’extréme

m_.EE_n:m des messages transmis et des opérations requises a chaque itéra-
tion.
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Ces procédures ne possédent pas les propriétés de possibilité et de
monotonicité.

En ce qui concerne la possibilité, nous avons vu que la notion de
semi-possibilité est presque aussi satisfaisante et qu’a partir d'un programme
semi-réalisable on peut souvent construire un programme réalisable.

La seule propriété qui fait clairement défaut est la monotonicité. La
monotonicité est une propriété pertinente dans la discussion des vitesses
de convergence. Une procédure non monotone et qui converge trés vite
peut étre préférable a-une procédure monotone qui converge trés lente-
ment. Clest pourquoi, sans une €étude approfondie des vitesses de conver-
gence des différentes procédures, il est difficile de préciser le colt
quimpose I'exigence de simplicité que nous avons recherchée.

Une étude de Monte Carlo comparée des vitesses de convergence des
différentes procédures de planification qui ont été proposées permettrait
d’apporter un début de répomse.

6. DEMONSTRATIONS

V

X

Pour simplifier les écritures nous notons a =

Théoréme 1(1?)
igtn+1) golution des étapes 2 et 3 satisfait [cf. Lions (1968), théoréme
1-6, p. 10].
()i 4 Vi (fg®@ ™y — Jatnt) g + la® — al* —|'a
=1 J(a), VaE Y =0 1, e T

(n+1) _ g(ml?

Ajoutons les inégalités (1) :

] ]
@1, T VD)~ 3 gD —af + 0+ 1)1a® - al?

=0 =0

J

N et 40))2 *
Y Va a®?>=7 ., J@ Va€Y
i=0

(10) La démonstration de ce théoréme est adaptée de Lions-Temam [1971].
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La convexité de la norme implique :
(n+1) I ;
an+l |....~mMM|| %4 L__n?+:.l 2
; _ FEl = _ &

n_oF en w:cmﬂ::mzﬂ dans (2) et en ajoutant membre i membre

=0 e NI= 1
N-1 Jooeae
(3) Fli e (gt 0y — |a®™ — g2
n=0 =0 .
1 A a(N)

e N %.,_haiul@pwv _Titay— [t — )2 4 =
.u+_m..“.__u-“___b. a _ ¥y ﬁh.”_ _ﬁ nm— aeEY
La linéarité de ¥ (.),j=1....,J et la concavité de J°() impli-

guent :
S zuu o ey
(4) — Y En?::mi u Y V(2N
15 o e Tn+ =0
=0 n=0 =0
. s s J+1
d’ou en reportant dans (3) et en multipliant par
o(N)
4 ooy I L agr e 1 ey
(5) Y (™) — [a™—a? = N a®+) _ g2
~_tc a(N) ‘_H_o o(N) :M__o
Ji
=] — @ _ gj? =X
(a) o) la al Va
o ol
Daprés H4 (ii), —— =0 quand N = oo
o(N)

(6) D’autre part Y/ étant convexe, 2™ € Y/ =050 .1 Y étant
compact, il existe C; et C, indépendant de N tels que :

Ll S s D
W=LCT | F =00

Doncg,
| N-1

OA,ZV M ﬁh?+5 |. ﬁmav_uﬂﬁu .qz
n=0

(7)

. De (6), on déduit qu’il existe une sous-suite zN? convergente dans
Y/ vers un élément 'z * s =0 il
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Montrons que sous I'hypothése H4 toutes ces limites sont égales

dz*
Nous avons :
. i T — >
[iz(N) _ 2(ND2 v; r _Hn?i_fng_u N =0T
sz u a.”_ n+l i
Alors,
._ME _.‘NAZJ o NAZJWM = _wN. Uw_.u == G ; {\

2.-!196
Il faut donc montrer que :
Ve, 3N, telque YN'=N., |z MR < | yj

£l

En effet, d’aprés I'hypothése (ii), on peut toujours trouver n, telque :

€
T, =
o Ou

Connaissant 1, . on peut déterminer la quantité
ng—1
} L AvJ T T‘.n_n_z.f: > Qﬁz:u

0. — n+1
I e

et comme ¢(N)— + oo, d’aprés (iii), on peut toujours trouver Z suffisam-
N —+ oo _,.

ment grand tel que

(N )< e
o
95 €T, A,
/
Alors, d’aprés (i) :
% aol_
LS gD _ gz < ) Y pigtn ) _ g
T I'a —a™| Ty 2o Pa — g
a(N") it NG v o=
1 ZA.I— ;
o "N gty _ gmp2
ng " g(N')

h“.dc

c,o_u_<z‘wana§zw.iz;w&zﬂwﬁzﬁ,S.
i i i

1
a(Ny)

et [z _ (N2 T A +7 C.<e¢ , vj
1 0. n 2 (
1 0
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Par conséquent, les sous-suites 7z™N" convergent toutes vers la méme
limite z* qui appartient alors a4 Y*.
En passant 4 la limite dans (5), il vient :
\ N N &L el
im | — ™M M2+ ¥ M) >T(e) Va€EY*
N—o | j=0 J
soit Jz9)2)(a) VacEY*

z* est donc solution du probléme et comme J(.) est strictement
concave, c’est la solution unique. Les suites z™ et /z(™) n’ont donc qu’un
point d’accumulation et par conséquent elles convergent vers z*. -

Corollaire 1
En raison de l'indépendance des fonctions objectifs, il existe
preEY! | i=0,..:,1 telque:
V*)=Y(a) Va€Y
En faisant @ = v* dans (1) nous avons :

q.a+_ .T., Qa?i: I _L..Q?._.: I ﬂ\.um"_n + *n?v I .c*_m I __m._uﬁa+_v I hTG_n
=T T (v¥)

n+1

La stricte concavité et la différentiabilité de J/ impliquent I'existence
dey > 0 tel que :

Ji (g0 — Yi(a) < (—(a) , la™ ™) — nv — v a™ —al?

D’on en reportant dans (1) :

; : dy LS
: +J\.ﬂa+—v Tn?+: 54 _.n_uuT _MQ¢_+C ] Qﬁav_ 4 ..1__~+_ A.M Ahv .a I_q_n?.:v

<|a™ —a? Va€Y

Comme v* est optimal, il vérifie :

Am.f._ ?....,:c»lnv Wo,_qnmm:.
da

Donc :

B) (1 +yr,  JlEnt ) — P i g2 g — i

ik
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D’autre part, puisque Ji(v¥) = J(a) Va € Yi et que v* € Y' en
faisant @ = v™* dans (1) on obtient :

(9) ™ — p*|2 + |fg®™ — g™ |2 < |g™ — p*[?

En ajoutant les équations (8) et (9) pourj #i,ona:

Mm_ "__.m?.*slcﬁ_p+v.h“ [at® — o™ |2 + M_J.l VT Pgln+t1) _ p#%2
j=0 j=0 j=0
<+ 1)a® — v*?
notons que :
Uk

Vl. _L_...uma+3 . m._*__m > _..uﬁa._.: o c*_n

1L

Par conséquent :

J
a0 g+1 _Q?+: i c.w_w iy N“ _.M_aﬁ:u = _n?c_u 4 .«ﬁ + :..1=+_ _Q?.Svlt*_w

j=0
< (J+ 1) a™ — v*?
D’oll, en ajoutant pourn = 0.... ,N—1
1 1 N-1
_mﬁzu I.ﬁ_uw_m U o il MJ ..JJ _»..hﬁ_:u_ i hc&__u
.— + — .__..Hc n=0
N-1
Gl (n+1) 2 (0) 2
+y Vow: |a® V) —o*> < |g9 — v*? < C
n=

Les suites /¢, @™ convergent vers v*. En effet :
Supposons qu'aucune sous-suite de ¢®*!) ne converge vers v*. Alors :
3N se:Vn2N,, [ @D — y*2 = ¢
D’ou,
N N
vy A N ﬁ_iv eSy ¥ T |g®* D) —p*2 < C YN >N,

]
3”20 3”20

une contradiction au fait que Z7, est une série divergente.

. - g - .
Il existe donc une sous suite @) qui converge vers v*. D’aprés
(10) la suite [a“? — v*|? est décroissante; comme elle est bornée inféricure-
ment, elle converge vers zéro.
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De méme, les suites ig? j=0,...,], convergent toutes vers ¥
car, en faisant tendre n vers l'infini dans (10)ona:
lim fa™ — a™? = lim |fgt) — vE[2 =0

-0 s oo

Q.E.D.
Théoréme 2 (1) :
Par définition de a” et a"™!
n:+_ O Ogntl _ omn = .H: H.QC Amaln_..i el B mma H_

+(r,_, —1,)VU(")

=
En multipliant par (a"*? — ™) et en utilisant H6 on obtient :
_ﬁ:i lna_u = _Qai - m:_ mom=+~ o omz“ of ﬂa v _mnz .In:_u

+8 VU@ g™t — a®|

avec &6 =71  —T

n n—-1 n

|
En utilisant I'inégalité ab < — (@ + b?) pour

_h:+_ = e _omx.: 9 omx_
%o Eaalitd 1 2 % +1
et I'inégalité nwﬂﬂm ._:Mw pour § |VU(a")l la" — g% ran
obtient :
Tn:+— = na_u = _c..m_a+_ |om=_n = M‘ﬂa v _h=+_ — _n:_u
+1 2 m: 2
+ 2.8l gt o N
2
=Y
d’ou
_:: : 4 N?.: o mzu.v; _nai - nz_m & _o.mz+_ laax_u
5, 5
— |TU(a")|
=Y

Chaque application projection étant lipschitzienne de rapport l;ona:

__cm._:+__ - au_x_ = _Qa |._u._=l__

(11) La démonstration de ce théoréme est adaptée d’une démonstration de P.
Saint-Pierre.
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En ajoutant les inégalités (1 1) pourn = 1 a N, on obtient (en prenant
M comme majorant des normes des gradients de U) :
. * 24
(12) _m?.: |ﬁ2_u+ 2y N\ nuﬂ:|ﬂ ) _..u:+_ |hz_u

— n—1
n=1

gn
1 02 il
< l&* = a®F T 5l - Tie)
=7
Si on pose 4, = 2~ Ty g (12) entraine
2)
(13) : ¥, M la"*t! —a"|* <C
n=
D’aprés H7,
lim u, =0
3|?iv
N N
(14) lim Y p =lm |7 + ¥ | ke
N—teo p=) N~ =1

D’oll il existe au moins une sous-suite telle que :

(15) lim |g"*"*t' —a”| =0

=

sinon (13) serait contredit a4 cause de (14) c’est-i-dire : Ve > 0 mmw %
n' > n implique [a" g <e
En sommant les équations (10) a partir de n,, et en utilisant
le fait que 7, — ma > 0etque lim7, =0,ona:
M—+on
z
N nhi+1 ny 5 Whn
@ —dNP<la? —a P+ 5 (Tay — )
i =0 Sl eiN n, implique [aNH — gV | <e

Cest-d-dire lim (aN*' — @) = 0 pour toute la suite.
N—»oo

La suite @ qui appartient & un ensemble compact Y, admet une
sous-suite convergente. :

Nous allons montrer que la limite de toute soussuite convergente
appartient a I'ensemble des réalisables et est optimale. Comme la solution
optimale est unique cela montera que la suite a™ converge vers la solution
optimale.
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Soit @ la limite d’une sous-suite convergente notée a” . On a toujours :

la® — %" =17, |VU@") <7, M -
(15) d’ott lim [a" —%3"| =0

:lvs
’ —~
Donca”™ = a
o ~ —~
0" = % =7 par(15)
L

¥ L o
Comme q" *1 — g™ = 0 par(l4),q"*! —a

d'ott %"t = 7 par (13)

Comme “@® = P(¢"") et, puisque P est continue, a vérifie @ = P(a).

D’ol, 7 € Y* puisque tout point fixe de P appartient 4 Y*

1l reste 4 montrer que @ est optimal, ¢’est-d-dire que

(VU@ ,a—a@) = 0 VaeY*

Comme ‘a”*! minimise |a —a”|*> sur Y/ ona:
(a"*' —q" ,a" —a) S — |g"t —a"|*, YaEY
J
Comme %"*! = 3, i F= 0oy d
=0
h - .
ﬁaw.a+_ v mx ! .m: o~ b,u < — M af _._h:.‘._ _ n:_u . <n = an.ﬁ
=0
na.: — owq_._.— i .___la qcﬁmzd.mv
ahttl — gt
D’oll (VU(@"™) ,a" —a)= A‘ o o inv
T

n

Or le second membre tend vers zéro, car

Wt 2 |a —a”|
P

et (7,)’ est une série divergente.

n+l1 2

< cte

Donc,
lim (YU @), & —a) = (YU@),a—a) =0

e Q.E.D.
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La fin de la démonstration précédente établit seulement que les
seules sous-suites convergentes qui ne convergeraient pas vers la solution
optimale correspondent aux mémes sous-suites pour lesquelles la série Z 7,
serait divergente. Toutefois, un raisonnement plus complexe utilisant (12)
permet de montrer que la suite toute entiére converge.



CHAPITRE VII

JUSTICE ET EXTERNALITES

1. INTRODUCTION

Dans les chapitres précédents, guidés par le critére d’optimalité paré-
tienne. nous avons surtout recherché les moyens de coordonner, avec un
minimum de centralisation de l'information et des décisions, le comporte-

ment des agents économiques de facon d conduire une économie avec
effets externes sur la frontiére de Pareto, c’est-i-dire, 4 un état efficace.

Nous ne nous sommes posés qu’incidemment des questions de justice
distributive. Ce chapitre n’a pas pour objet de fournir une discussion com-
pléte des problémes de distribution dans une économie avec externalités.
Notre objectif beaucoup plus modeste est d’examiner les conséquences
des effets externes sur la portée d’un concept récent de justice distributive
qui a l'avantage de ne pas nécessiter de comparaison interpersonnelle
d’utilité.

L’utilisation en théorie économique des notions d’«équité» et de
«justice» a fait suite 4 une longue discussion entre mathématiciens du
probléme de la juste division d’un objet non-uniforme entre n personnes,
qui est vraiment a l'origine de ces concepts (voir Steinhaus (1948), Dubins
et Spanier (1968)).

Foley (1967) a introduit la notion d'équité en économie en disant
qu’une allocation (dans une économie d’échange) est équitable si personne
n’envie le vecteur de consommation d’un autre agent. Schmeidler et Vind,
(1972), Schmeidler et Yaari, Kolm (1971) ont ensuite posé le probléme de
I'existence d’une allocation juste, ¢’est-d-dire, 4 la fois équitable et Pareto-
optimale. Varian (1974) a fourni une démonstration compléte de I'exis-
tence d’une allocation juste dans une économie d’échange.
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Pazner et Schmeidler (1974), Varian (1974) et Daniel (1975) ont
montré que dans une économie avec production il pouvait ne pas exister
d’allocation juste. Varian (1974) a proposé une modification du concept
de justice pour éviter ce probléme. Pour envier I'agent f, I'agent i doit
envisager de produire autant que I'agent j. Par exemple. si je ne peux pro-
duire le méme bien qu’un chirurgien je ne peux en aucun cas envier son
niveau de vie. Comme le reconnait Varian cette définition n’est pas entiére-
ment satisfaisante d’un point de vue éthique. De plus avec des technologies
complexes il est trés difficile d’identifier des outputs individuels. Daniel
(1975) a proposé de rechercher des allocations «équilibrées d’un point de
vue de justice», c’est-a-dire telles que chaque agent envie et est envié par
le méme nombre de personnes. Il a donné des conditions sous lesquelles
de telles allocations existent dans les économies avec production. Pazner
et Schmeidler (1975) ont eux recherché un nouveau concept de justice qui
soit non-vide dans les économies avec production et ont proposé le concept
d’«allocation Pareto efficace et égalitairement équivalente» (P.e.e.e.). Une
allocation est égalitairement équivalente s’il existe un vecteur de consom-
mation unique que chaque agent considére comme équivalent a son propre
vecteur de consommation. Les exigences informationnelles de ce concept
sont trés différentes de celles de la notion de justice développée ci-dessus,
car les agents ne peuvent pas d la seule vue des vecteurs de consommation
déterminer si une allocation est P.e.e.e. Enfin, Feldman et Kirman [1974]
ont proposé, dans un esprit de «second rang», de minimer diverses mesures
d’envie.

Dans ce chapitre, nous explorons la question de I'existence d’alloca-
tions justes dans une économie avec effets externes. Un sous-produit de
cette étude est une meilleure compréhension de la difficulté créée par la
production pour le concept de justice. Dans la section 2, nous montrons
les limites du concept d’équité si,dans une économie avec effets externes.
on ne s’intéresse qu’aux biens privés. La section 3 explique pourquoi les
externalités personnelles peuvent conduire i linexistence d’allocations
équitables. Un premier théoréme d’existence est donné pour des externa-
lités impersonnelles en utilisant le concept d’équilibre concurrentiel avec
externalités. Dans une section 4, nous étendons la démonstration d’exis-
tence de Schmeidler-Yaari-Varian, basée sur le théoréme de Knaster,
Kuratowski, Muzurkiewicz, pour un deuxiéme type d’externalités imperson-
nelles. Un cas particulier important d’extemnalités est étudié 4 la section 5.
Enfin, quelques remarques générales sont rassemblées en conclusion.

==
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2 UNE NOTION RESTREINTE DE JUSTICE

L’introduction authentique de l’environnement dans les notions de
justice et d’équité pose des problémes conceptuels et informationnels
importants et on peut étre tenté dans un premier temps de considérer
I'environnement comme partie intégrale des fonctions d’utilité et de le
considérer comme fixé dans les comparaisons nécessaires pour définir la
notion d’équité.

Considérons une économie d’échange formée de I consommateurs
et L biens. Le vecteur de consommation de I'agent i est noté x’ € xw
(par souci de simplicité, 'ensemble de consommation est choisi égal a z_w
pour chaque agent ; il n’y a donc pas d’externalité sur les ensembles de
consommation mais seulement sur les préférences). Soit w' € int NJ_r. le

—

1
vecteur de ressources de I’agent i A,E =0y Ehv et soit «'(.) la fonction

d’utilité du consommateur i définie sur NWH pour formaliser les externalités
de consommation.

. - o H
Soitx’ =Gt e ur ot ety

Une allocation x = (x', ..., x!) est dite équitable en biens privés
(BP-équitable) si :
Vi, dj#i:u' (x), %) >u'(x", )Y

Une allocation Pareto-optimale et BP-équitable est dite juste en biens
privés (BP-juste).
- - - - E S - -
Théoreme 1 : L’allocation égalitaire AI_J oo ﬂv est BP-équitable.
L’équilibre concurrentiel avec effets externes (qui existe avec des préfé-
rences monotones et convexes, voir Ch. II) i partir de I’allocation égalitaire
est aussi BP-équitable. -

Démonstration : L’allocation égalitaire est BP-équitable de fagon évidente.
Par définition de I'équilibre nouocn.msmm._ avec effets externes (voir Ch. 11),
x*! maxime u*(x*, ¥*') parmi tous les x’ € RY tels que

z #

3 . w
v*thn*:\.hu.@_ P ) e |

(1) Notons que les allocations (x/, %%) peuvent n’étre pas réalisables.
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L
Puisque I’agent j est contraint par p* x*/ ﬂn.'_s.
Ll S i BT L e LR TR
Q.E.D.

Malheureusement, les allocations définies dans le théoréme 1 ne sont
pas Pareto optimales. De plus, il est facile de trouver des exemples pour
lesquels il n’existe pas d’allocation BP-Juste. Un arbitrage entre BP-équité
et Pareto optimalité est alors inévitable.

Considérons I'exemple suivant d’une économie 4 un bien et deux
agents :

' (x!, x*)=x! + 2x2
u? (x2 .xwvnau+ﬂx_

4 xr=1
*équité en biens privés exige x' = x?. L'optimalité parétienne
implique x! = 0 ,x? = 1. Dans I'espace des utilités, nous avons (figure 1)

GM

Figure 1
A U
AB est I'ensemble des imputations BP-équitables. 0 est 'unique opti-
mum de Pareto.

Ainsi, la solution de facilité peu satisfaisante considérée dans cette
section conduit 4 une impasse. Si nous voulons sauver le concept de justice
en présence d’effets externes, il faut tenir compte des environnements de
facon appropriée.
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3. JUSTICE

L’environnement de I'agent i est ici défini par le vecteur (x%). Dans
cette section, nous supposons que les agents peuvent échanger leurs envi-
ronnements et nous disons que I'agent i envie I'agent j si :

wi(xd | X)) >ui(xt, %)

Par suite, une allocation est dite équirable si personne n’envie aucun
agent au sens ci-dessus. Elle est dite juste si elle est 4 la fois équitable et
Parcto-optimale (dans 'exemple de la section 2, les imputations équitables
constituent le segment A0 et O est une imputation juste).

Une premiére démonstration de 'existence d’allocations justes dans les
économies d’échange sans externalités est la suivante : sous des hypothéses
de convexité, I'équilibre concurrentiel a partir de l'allocation égalitaire
existe ; a I'équilibre, les agents ont les mémes revenus et font face au méme
systéme de prix, de sorte que tout ce que 'agent j choisit de consommer
aurait pu _.,mqa par I'agent /.

Nous montrons ici que pour le concept analogue dans le cas des effets
externes qui permettrait d’exhiber une allocation Pareto optimale, le
pseudo-équilibre avec effets externes (voir Ch. III), les agents font face a
des -prix personnalisés ; aussi, il n’est pas suffisant de leur assurer des
revenus identiques pour obtenir un état juste. Nous retrouvons ici la méme
difficulté que celle qui a été discutée dans les économies avec production ;
elle est trés générale et est liée a I'existence de biens non tranférables, tels
différents types de travail.

Pour définir H.wl_ummcao.ma:m:,cwm concurrentiel nous construisons une
économie auxiliaire E (voir Ch. I1I pour une construction détaillée).
xik est la consommation de bien £ par le consommateur i pergue par

L' 3 —~
l'agent k. Par définition x* sera dans E la demande par I'agent i du bien

artificiel associé a cet effet wﬁnd._m, De plus, soit :
el xRy 1=, D = B ] e
SRR e L VS o I 2 S £ | I |
ok =t xR SR o R =l oa ]

~—

L’ensemble de consommation de I'agent i dans E est maintenant :

Xi=(xf, -2 x [IERL, FTERMID | ik = 5! Wi i)

ﬂ”r+~ﬁl5_\
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olt ¥ est, par définition, I'offre de bien artificiel associé a 'effet externe
de la consommation de bien € par 'agent i sur 'agent k. x™* = x', Vk # i,
exprime le fait que, pour étre en mesure de consommer x', I'agent i doit
aussi consommer certains biens artificiels (les droits a créer les externalités)
en quantités égales. e

Un état de \mu ¢’est-a-dire, un vecteur
e (e Feh B X5 ) € RESRLEDI
est réalisable si :
a) (xf, —%f,¥)ex , i=1,...,1

By XF =F® L =1, eesl 5 =100 2 kI

Un pseudo-équilibre concurrentiel est un état réalisable de ’économie,
X* et un vecteur p = (p,p'-, ..., p')(®) tel que
(x* , ¥*) maxime U‘(.,.) dans I’ensemble des X' = (x’, — i, xt)
tels que :
¥ = mkm...‘.w;,. xi) € X!

WJM 3= %Hm = .u._.wo.;. +p

" avec : ==l 0 e SN = wse]

Méme si on distribue de facon égale les ressources initiales w/l, puis-
que les agents font face & des prix persennalisés (nécessaires pour 'optima-
lité parétienne), il n’y a aucune garantie d’obtenir une allocation juste a
I’'équilibre.

L’exemple suivant le prouve et montre méme qu’il peut ne pas exister
d’allocation juste.

Considérons ’économie 4 un bien et trois agents suivante :
U? (x!, x?, x3)=xt+ 2x2
U2 (x!, x?, x%) = x%+ 10x3

x3+ 4x?

Il

Uit %)

'+ x?+x2=3

(2) Voir Ch. III pour une interprétation précise de ces prix.
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I est facile de voir que I'équité exige x! = x* = x>. La meilleure allo-
cation équitable (1,1, 1) qui donne le vecteur d’utilités (3, 11 , 5) n’est
pas Pareto optimale. puisqu’eile est dominée par ’allocation (0, 2, 1) qui
donne les niveaux d’utilité (4,12, 9). Par conséquent, il n’existe pas dans
cette économie d’allocation juste.

1l est important d’observer que dans I'exemple ci-dessus les externa-
lités sont personnelles, c’est-a-dire, I'agent 3 est affecté par la consom-
mation de ’agent 2, mais pas par la consommation de I'agent 1.

Deux définitions d’extemalités impersonnelles ont été proposées. Dans
la définition 1, le vecteur wm. intervient dans la fonction d’utilité de 'agent {
1 t I
sous la forme ¥, xJ. Dans la définition 2, ¥’ x/ est remplacé par 3 e
j#i i =1
=1 =1
un exemple ol cette substitution est justifiable est le cas d’une fumée pol-
luante qui est créée aussi bien par la consommation de I’agent i que par la

consommation des autres agents.

Il est facile de montrer que lorsque les externalités impersonnelles
(déf. 2) sont positives, I’équilibre concurrentiel avec effets externes (Ch. 1I)
4 partir de la distribution égalitaire définit une allocation juste. En effet,
dans ce cas, il est immédiat de voir que cet équilibre est Pareto efficace et
équitable.

De facon plus générale, nous obtenons :

Théoréme 2 : Avec des externalités impersonnelles et des préférences
monotones et convexes par rapport aux biens privés, 'ensemble des alloca-
tions justes est non-vide, sil existe une sélection continue dans la corres-
pondance des équilibres concurrentiels avec effets externes.

Démonstration : Soit v < w, un vecteur de ressources initiales, et soit

E(v) la correspondance qui associe 4 v I'ensemble des équilibres concur-

. v v
rentiels avec effets externes a partir de la distribution égalitaire T2 v
D'aprés Fuchs et Laroque (1974) (voir Ch. II), nous savons que cette
correspondance E(.) est s.c.s. & valeurs non-vides de [0 , w] dans un ensem-
ble convexe compact C d’états possibles. Elle est continue sur un ensemble
régulier d’économies. Nous allons de plus supposer qu'il existe dans cette
correspondance une sélection continue €.

Etant donné une allocation x, soit #(x) = (&', ..., #") ; considérons
alors le programme suivant :

ﬂ -
Max ) N u'(x’, %) avec RSO0 W =0T T

i=1
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1) 0< xtP<w

i~

Thlain e P S = [

Pour un ensemble de N’ donné, ce programme détermine un ensemble -~
d’optima parétiens qui dominent (faiblement) I'allocation x.

Il est facile de voir par le théoréme du maximum que la correspon-
I
dance ¥ qui associe (&',...,#") a I'ensemble des ¥ oy ek
i=]
i=1,...,1 est solution du programme ci-dessus, est s.c.s. 4 valeurs con-
vexes compactes non-vides.
Soitg = ¥ o u.
On peut dés lors appliquer le théoréme de Kakutani a la correspon-
dance A Hﬁm
¢
v* tel que l'allocation d’équilibre concurrentiel avec effets externes ¥ i

¥ v*

partir de la distribution égalitaire I_||_|~ soit dominée par un

gam Cx [0, w] dans Cx [0, w] pour obtenir I'existence de

I
optimum de Pareto x* tel que M_ x* = p* Mais par un argument classi-
=1
que (Debreu (1959)), ceci implique que ¥ est un optimum de Pareto.
X est équitable puisque ¥ maxime u (x’, v*) parmi tous les x! € R,
'
S_acnnxmﬁnﬂ ==yl Set s S T

X est donc une allocation juste.

Q:E:D:

Le théoréme précédent n’exige aucune hypothése sur la forme des
effets externes en plus de ’hypothése d’impersonnalité, mais requiert une
hypothése trés forte concernant I'existence d’une sélection continue dans
la correspondance d’équilibres concurrentiels avec effets externes (dont on
ne peut €tre assuré que dans des cas particuliers, par exemple dans les cas
d’unicité d’équilibre). D’autre part, cette démonstration n’est pas valable
pour la définition 1 d’externalités impersonnelles.

C’est pourquoi nous présentons dans la section suivante, une adapta-
tion au cas des externalités impersonnelles quelconques de la démonstra-
tion de Schmeidler-Yaari-Varian.
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4. UN RESULTAT GENERAL

En plus de T'hypothése d’externalité impersonnelle, nous aurons
besoin des hypothéses suivantes :

Hypothése 1 : 1l existe un bien strictement désiré par chaque agent (appelé

bien 1 sans perte de généralité) qui ne crée pas d'externalité et tel que

u'(x',x*) = 0 (limite inférieure de la fonction d’utilité) si x| =0,

i=1,...,1 De plus, si x{ > 0, alors #*(x’, x') > 0 et nous normalisons
w

les fonctions d’utilité de sorte que uf(x',x)=1 si xf =]+ bour

R RN
Hypothése 2 : 1l n’existe pas deux allocations Pareto optimales que tous les
agents considérent comme indifférentes.

Cette hypothése nous dispense d’hypothéses de convexité. Toutefois,
une condition suffisante pour l'obtenir est la convexité des fonctions
d’utilité par rapport 4 l'ensemble des arguments. Alors nous avons

Théoréme 3 : Sous H1-H2, si les externalités sont impersonnelles, il existe
des allocations justes.

Démonstration : Pour la clarté de la démonstration, nous présentons deux
résultats intermédiaires sous forme de lemmes (3).

Lemme 1 : Si x est une allocation Pareto optimale, alors il existe un agent
qui n’envie personne et il existe un agent que personne n’envie.

Supposons au contraire que chague agent envie un autre agent. Puisqu’il

v a un nombre fini d’agents, il existe un cycle (i,,....0, ) tel que:
i, envie i, qui envie i, ... qui envie i qui envie / . En prenant
i, =1,...,i, = m,sans perte de généralité, nous avons :

@ o ¥ ay>atixt Y )

i#2 i#1
Ui N 2t e, Yz
i£3 i72

WRGE Yt e Y
i#1 i+m

(3) Dans la rédaction de la démonstration nous utilisons la définition n° | d’exter-
nalités impersonnelles mais le lecteur peut vérifier que toutes les étapes restent valables
avec la définition 2.
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Considérons I'allocation x” pour laquelle chaque agent dans le cycle
recoit le vecteur de consommation de 'agent qu'il envie et les agents en
dehors du cycle conservent leur vecteur de consommation. Alors :

Il
A
Hﬂ-

i, : ' 2 I} . ; :
it et donc w/ AHH_.. N HQ >ul A‘i o khv i -
d— a— ]

17l 2 i#f i®f

T N

ce qui condredit la Pareto optimalité de x.

Une démonstration analogue peut étre construite pour la deuxi¢me
partie du lemme.

Q.E.D.
Soit P I'ensemble des optima de Pareto.
Soit P, = :mw”knu‘mo A8 A
wlP Y= (b 0y e T sl e )E R

Lemme 2 : Sous HI, u(P_) est homéomorphe a I'intérieur du simplexe de
dimension (n — 1).

u .
. La fonction p est

Soit p : u(P,) = int S'=' défini par p(u) = H
Y ouf

=1

continue et biunivoque. En effet, elle est surjective : étant donné y €int S,
soit T(y) = {r € R : ty est réalisable}. D’aprés la normalisation des fonc-
. ) 1 w (I-1) \ Y

tions d’utilité wu’ ﬁ,ﬂl I_ul w y =1 ,i=1,...,1. En décroissant

de facon appropriée la quant:t¢ de bien 1 consommée par chaque agent,

nous obtenons avec H1, une allocation x telle que : ' Axh,. ¥ »:..v =y
i

Par conséquent, T(y)# ¢. T(y) est compact. Soit donc ' = maxt, t € T(y)

Alors t'y est dans u(P,). Sl ne I’était pas, nous pourrions trouver (en

utilisant 4 nouveau HI1) ¢" > ¢’ tel que "'y soit réalisable ce qui contredi-

rait la définition de ¢, d’otl la surjectivité.

D’autre part, p~' est continue, de sorte que p est un homéomor-

phisme entre u(P_) et lintérieur de St—1 . Si de plus H2 est satisfait, Hu+ est
homéomorphe 4 I'intérieur de S*~! par pou.

QED,
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Démonstration du théoréme

Soit M/ = {xE€P:u'(x', )= u'(x7, X7),vi}, clest-da-dire, l'en-
semble des allocations Pareto optimales telles que aucun agent n'envie
aucun autre agentj.

D’aprés le lemme 1, U M/ D P. Puisque u' est continue,i=1,...,1

JEl

M/ est fermé,j=1,...,1. M/ contient toutes les allocations dans P telles
que x/ =0. Par conséquent, les ensembles pou (M’), inclus dans S" 7',
j=1,...,1 satisfont les hypotheses du théoréme de Knaster, Kuratowski,
Mazurkiewicz, de sorte que leur intersection est non vide.

Soit z un élément n_m. cette intersection : alors, z{ > 0, pour tout
i(siz/=0,p " (z) € u(M)). Alors p ou est un homéomorphisme entre

P, et int SL—1. Par conséquent, A M #0 et il existe des allocations
J=1

justes.
Q.E.D.

Ainsi, la présence d’externalités impersonnelles n’apparait pas dans
une économie d’échange comme un inconvénient pour le concept de justice
étudié dans ce chapitre. Est-il possible d’aller plus loin ? En particulier
est-il possible de dire quelque chose sur ces nombreux effets externes qui
tout en étant d’origine impersonnelle ont des impacts personnels, dus par
exemple a la situation géographique et qui rendent la permutation des
environnements définie ci-dessus peu satisfaisante. Par exemple, un agri-
culteur vivant au grand air pourrait, avec notre définition, envier un travail-
leur vivant dans une ville polluée parce que celui-ci consomme un peu plus
de pain que lui, alors qu’en fait il ne voudrait certainement pas se substi-
tuer a lui.

Ce type d’externalité apparait particuliérement important, c’est
pourquoi nous lui consacrons la section suivante.

5. EXTERNALITES ET LOCALISATION

Supposons qu’il existe une technologie d’externalités attachée a
chaque agent qui spécifie le niveau de ] différentes variables d’environne-
ment 4 'endroit ol il vit. Les niveaux de ces variables d’environnement sont
définis par les fonctions de production généralisées suivantes :

%.._.Q._ o el
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Nous disons alors que I’agent { envie Iagent j si :
wi(x! W (x)) > u'(x", ¥i(x))

Autrement dit. nous avons placé I'agriculteur dans la pollution de la
ville, ou, de facon symétrique, le travailleur urbain, loin des cinémas de 12
ville, ce qui semble plus satisfaisant que la permutation effectuse dans la
section précédente.

H s
Une fonction f(.) définie sur II X! est symétrique si :
i=1

1
Yt ot} E 1 XY

=1

\AH_.....».:H;Ax:...l.a:v

ol T._ »..., i) est une permutation de (1,...,I). Nous pouvons alors
démontrer le résultat suivant.

Théoréme 4 : Sous H1-H2, si toutes les fonctions de production de I'envi-
ronnement sont symétriques, il existe des allocations justes.

La démonstration de cette proposition est tout a fait analogue a la
démonstration de la proposition 3. En effet, il est facile de voir que dans le
lemme 2, c’est la symétrie de la fonction ¥ (.) qui est importante, la fonc-
tion somme pour tous les agents étant un cas particulier.

6. CONCLUSION

Ce chapitre a constitué un début d’exploration des difficultés posées
par les externalités aux concepts d’équité et de justice. Il reste certaine-
ment beaucoup 4 dire sur ce sujet. Nous avons montré que c’est le caractére
personnel des externalités qui peut poser des problémes 4 la notion de juste
allocation. Pour ce quiest des externalités impersonnelles qui constituent
I’essentiel des externalités d’environnement, nous avons pu démontrer de
facon assez générale I'existence d’allocations justes. En conclusion, il est
peut étre bon de spéculer quelque peu sur des directions de recherche
possibles dans le cas des biens non transférables dont les effets externes
personnels sont un cas particulier en partant de I'exemple de Pazner et
Schmeidler [1974]. lls considérent une économie a deux agents avec
production dans laquelle aucune allocation juste n’existe parce que les
deux agents ont des productivités différentes. Pourquoi ont-ils des pro-
ductivités différentes ?
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Considérons I'économie 4 deux périodes et deux agents suivante
H:|_|Q: + h.x_n+_.._|nw_ma
2 10 ; :

Cu = Tnuu = HOQH__ + _wkmn I_: - meﬂ

U

ot x¥ est la consommation de bien x par I'agent i dans la période j, et g”
est la quantité de travail fournie par I'agent i dans la période j (0 < g7 < 1).
Le travail peut étre utilisé dans la deuxiéme période pour produire le bien x
selon la technologie :

x = aq

De plus, le coefficient de productivité o dans la seconde période
dépend de I'effort fait dans la premiére période selon :
1 9

= — 4 —
=70 107

Les contraintes de I’économie sont alors :

M 4 x5 =1

x12 4 22 = D_mc.:ue; I QQ_MJQS
Il est facile de vérifier que I'allocation

Nigth=a: e =1 a™=1)

ﬁ.y..:

Il

ﬁHm_HOMQu_ O“Hnnﬂowaumncu

est intertemporellement juste (c’est-i-dire juste en utilisant la fonction
d’utilité définie sur les deux périodes). Pourtant dans la deuxiéme période
nous sommes exactement dans le cas de 'exemple de Pazner et Schmeidler
et les résultats sont injustes. Ceci montre une direction possible d’extension
du concept de justice qui concernerait la justice d’un processus économique
et non la justice des résultats. De la méme facon, si le coefficient « était
aléatoire, on pourrait, en I'absence de systéme d’assurances d cause des
problémes de risque moral, comprendre pourquoi des différences d’aversion
pour le risque conduisent 4 des résultats systématiquement «injustes»
malgré I'existence de processus économiques justes ex ante.

Garantir en toutes circonstances la justice des résultats conduit dans
un systéme économique a créer des motivations trés faibles pour I'effort.
Un «trade-off» entre justice et incitations est certainement nécessaire dans
toute institution réaliste ; la justice du processus plutot que des résultats
est sans doute un bon point de départ.



CHAPITRE VIII

FACTEURS COLLECTIFS DE PRODUCTION
ET INCERTITUDE (»

1. INTRODUCTION

Le probléme du «free rider» est certainement fondamental lorsqu’on
traite d’externalités ou de biens publics qui affectent les consommateurs
[voir & ce sujet le Chapitre IX]. Heureusement, ce probléme n’est pas aussi
important lorsque les agents concernés sont des entreprises ;en effet, dans
ce cas, les relations techniques qui expriment la dépendance des entreprises
vis-i-vis des externalités et des biens publics devraient pouvoir assez facile-
ment étre reconnues objectivement par les parties en cause.

L'importance des facteurs collectifs de production est indéniable
recherche fondamentale, lutte contre la pollution. programmes d’éducation,
information publique, ne sont que quelques exemples. Les études spéci-
fiques des facteurs collectifs de production sont néanmoins trés limitées.
Kaizuka (1965) a obtenu les conditions d’efficacité de la production qui
sont, pour la production, I’équivalent des relations de Bowen-Samuelson.
Thompson (1968) et Sandmo (1972a) ont discuté les implications d’équi-
libre général de ces conditions ainsi que la détermination d’un prix implicite
correct 4 utiliser pour la production de ces biens collectifs. Enfin une note
de Henderson (1974) étudie les conséquences d’un nombre variable d’entre-
prises sur les conditions d’efficacité de la production.

Dans ce chapitre, nous introduisons une incertitude technologique
dans les fonctions de production et nous recherchons le prix implicite a
utiliser pour la production des biens collectifs, dans une économie ol la
production est privée et décentralisée, et oul la bourse des valeurs est la
seule protection possible contre I'incertitude. Aprés une bréve description
du modéle dans la section 2, nous définissons, dans la section 3. une notion
d’optimum contraint dans I’esprit de Diamond (1967) et Sandmo (1972b).

(1) Ce chapitre est basé sur «Collective Factors of Production under Uncer-
tainty», Journal of Public Economics, 1976.
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Nous obtenons ensuite dans notre modéle les conditions d’efficacité de la
production qui sont comparées aux résultats de Kaizuka (1967) et Sandmo
(1972a). Dans une section 4, nous décrivons une économie décentralisée
qui dispose d’une bourse des valeurs et nous montrons que les équilibres
de cette économie sont des optima contraints définis 4 la section 3. Enfin
un prix implicite pour la production des biens collectifs est obtenu dans
cette économie.

2. LE MODELE

Nous considérons une économie formée de [ consommateurs, J entre-
prises privées et une entreprise publique qui produit un bien collectif utilisé
comme input par les entreprises privées. La méme analyse peut étre
conduite avec 4 la place de I'entreprise publique une entreprise privée qui
émet une externalité sur les autres entreprises privées.

Avec le travail offert par les consommateurs, £°, I'entreprise publique
produit le bien collectif selon la technologie :

(1) z=g(2) 0 (6)C)

L’incertitude technologique formalisée dans ce processus de produc-
tion par la variable aléatoire ¢ (8) est multiplicative(®). Par souci de simpli-
cité, nous supposons qu’il existe un nombre fini S d’états de la nature
=1

En plus du bien public et du travail, il v a dans I’économie un bien de
consommation qui est produit par J entreprises privées selon les techno-
logies suivantes :

(2) yi= (W, z) ¥ (6)*) s ) RO [ (15

ou ¥ est la quantité de travail utilisée par 'entreprise j et z la quantité
disponible de l'input collectif. Ici, également, I'incertitude est supposée
multiplicative.

2
(2) £ est deux fois continGment différentiable avec : mﬁm >0, Mﬂm <0
(3) Voir Diamond (1967) et Leland (1973) pour une discussion de la signification
et des limites de I'incertitude multiplicative.

(4)f7,j=1,...,], est deux fois continament différentiable par rapport a ses
deux variables avec :
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Chaque consommateur i(i = 1,...,1) a une fonction d'utilité de
Von Neumann U?(.,.) avec deux arguments, la quantité de bien de
consommation x! et la quantité de travail offerte ' (*). Tous les consomma-
teurs et tous les producteurs ont les mémes anticipations concernant
Iincertitude technologique objective décrite dans les processus de produc-
tion.

Les deux contraintes de ressources rares s’écrivent :

J
(3) YU+ ee<

=1

1

1

1 1]
(4) Yt P

i=1 =1

3. OPTIMUM CONTRAINT

L’hypothése d’anticipations identiques pour tous les consommateurs
nous permet d’utiliser une extension bien connue du concept d’optimalité
de Pareto en termes d’utilités espérées(®). Si le Centre était en mesure de
distribuer les biens apres la réalisation des variables aléatoires du probléme,
il pourrait atteindre un optimum de premier rang. Toutefois, notre objectif
n'est pas ici de décrire le comportement d’une économie planifiée mais
simplement de définir un optimum contraint ; dans la section suivante nous
construirons une €conomie décentralisée qui atteint un tel optimum con-
traint. Les contraintes définies dans cette section nous donnerons une
mesure qualitative des limitations de I’économie décentralisée étudiée (7).

Nous supposons que le Centre doit décider la distribution des biens et
I'allocation de la charge de travail avant la réalisation des variables
aléatoires.

(5) ut, i=1,...,1 est deux fois continiment différentiable et strictement
concave en (x?, tf) avec :
au! au!
P 3T o) A B
dxi =4 att 2

(6) Voir Diamond (1967) et Dréze (1970-1971).

(7) Une autre interprétation (Diamond (1967)) est la suivante : I'optimum
contraint définit le comportement d'un planificateur qui dispose seulement d’instru-
ments de planification limités. Cette limitation peut étre due a des cofits de transaction,
de la méme fagon que le nombre de marchés est limité dans une économie de marchés.
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Soit d¥ la fraction de I'output que la j-iéme entreprise doit délivrer au
consommateur i.

1
(5) Yoar=1 g =15..5)

Soit a' la quantité de bien de consommation recue par le consom-
mateur i de la part des autres consommateurs dans le cadre d’une redistri-
bution définie indépendamment des états de la nature.

1
(6) b3
i=1

Soit b' la proportion de la charge globale de travail ¢ = £° + Y &

attribuée au consommateur i :
(7) Y=

Le Centre controle les variables €, ¢, a*, b%, d% i=1,...,1,
ll="10, iyl
La consommation de 'agent i (i = 1, ..., 1) dans ’état de la nature
0 est par la suite définie comme :

]
(8) xi(0) = X a7 I (¥, g(2°) ¢(6)) ¥/ (6) + a'.

i=1
Les optima contraints sont obtenus 4 partir du programme de maxi-
mation suivant :

1 ;
(9) Max ) u'E GMAM d £ (2, g(2°) ¢(0)). ¥/ (@) + a’ mv
f=1

i=1

¥
T.Q €+ ¢/ =9

j=1

Nf HS = e

=
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avec les multiplicateurs de Lagrange, X, 8',j=1,....,J,a,f

Les conditions du premier ordre(®) (*) sont alors :

I ! af’
(10) * wE .V ' 1 () — ¢l o =N
mﬂn_ m— _u.m
Y s e
(11) W E | UL %h%au_ = S (R
- Y
T gl
(12) Yot E ULl =—
i=1
(13) u' E[UL /(0) f1] = & £ L)
8
(14) pFE = fafine A
(13) pRE[U) =8 R

Considérons tout d'abord le cas ou il n'y a pas d’incertitude dans
la production du bien collectif, c’est-a-dire ¢(6) = 1. De plus, normalisons
P/ (6) de maniére a ce que :

By =1 F=1 sy
En combinant (13) et (14) nous obtenons que :

EU; ¥/ (8)f

16 -
{15 EU]
est indépendantde i,i =1,..., L
Par conséquent :
E[U; ¢/ (0)]
(17) —_
EU}
est aussi indépendantdei, i =1,..., L

(8) Nous supposons dans toute la discussion que les maxima sont intérieurs
et que les conditions de régularité du théoréme de Kuhn et Tucher sont vérifiées.

(9) Nous supposons que toutes les intégrales considérées existent et qu'il est
possible de dériver sous le signe intégrale.

(10) U est la dérivée de U’ par rapport 2 la k'™ variable, k = 1,2.
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En combinant (14) et (15) nous obtenons également que

= T1i
(18) EY
EU]
est indépendantdei, i = 1,..., L. -

En substituant (12) et (14) dans (11), nous avons :

1 i R I i
. of! [EUS /(@ ;
(19) e cai B S
ey A = T
En utilisant (17) et (18), (19) peut alors étre récrit :
af B WO & i, BU 3
20 — L dil + —2% pi=0
(20) w Bl =Y TEU X
ou
1 [EU; ¢/ (8)]
(21) T - il el |
af ja¢’ EU;} f=1. . -7
ou
(22) H = mCM PR/ =1 I
2 > —= — T i=1, ;
af o/ mdn T = T
e B W0
ou PR/ H_ (W)l est la prime de risque dans l'industrie j, dont on

EU!
a vu au-dessus qu'elle est indépendante de i

Linverse de l'espérance (mathématique) de la productivité du tra-
vail dans l'industrie j est égale au taux marginal de substitution espéré
et ajusté pour le risque entre le bien de consommation et le travail.

De méme, en substituant (12) (14) dans (10) nous obtenons :

M aff dg EUj¢/(6) _ _ EU;

(23) ! e
z d2° EUY EU;

j=1
D’oi1, en utilisant (21) :

1 of!
Am.“: = £/ 0z

dg/d® = afi[o%

7

4=

L[}

L'inverse de la productivité du travail dans I'entreprise publique
est égale 4 la somme sur toutes les entreprises privées des taux (espérés)
de transformation entre le bien collectif et le travail. Cette condition
est analogue aux conditions obtenues dans le cas certain par Kaizuka“
et Sandmo. Notons que la condition d’efficacité de la production (24)
est indépendante des préférences.
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Si le processus de production de I'entreprise publique comporte
aussi de I'incertitude (cf. (1)), ces résultats ne sont plus valables excepté
dans le cas ou la technologie des entreprises privées est linéaire en une
puissance € (0 < € < 1) du bien collectif

(25) vl = (@) z¢ ¥/ (6)
ou
(26) v = f1 (%) g (2) ¢ (6) ¥/ (6)
En redéfinissant e.r__. (8) = ¢°(9) ¥/ (), avec la nouvelle normalisation
E¢c(0) ¥/ (@) =1,j=1,...,], le probléme est le méme que ci-dessus.

En normalisant ¢(0) de sorte que E¢(8) = 1, le résultat (24) est encore
valable pour I'inverse de la productivité espérée du travail.

Jusqu’a présent, nous avons montré que, dans 'optimum contraint,
ce type d’incertitude multiplicative peut étre ignoré en ce qui concerne
la production du bien collectif. C'était prévisible. L’incertitude multipli-
cative dans la fonction de production de lentreprise j (j=1,...,1)
implique que le taux marginal de substitution entre le travail et I'input
collectif est le méme pour tous les états de la nature. En I'absence d’incer-
titude dans la production de bien collectif, la condition (24) est donc
une condition du premier ordre de I'optimalité parétienne (de premier
rang). La relation (24) peut donc s’interpréter en disant qu'une sépara-
bilité suffisante est obtenue dans ce probléme de second rang de sorte
que cette relation marginale de premier rang est satisfaite a I'optimum
de premier rang. Lorsque lincertitude est introduite dans le processus
de production de I'entreprise publique, (24) différe alors de la condition
équivalente de premier rang.

Ainsi, lorsque la technologie des entreprises privées n’est pas linéaire
dans une puissance de linput collectif, la multiplicativité essentielle de
Pincertitude disparait et la séparation entre technologie et préférences
obtenue dans (24) disparait. De la méme fagon, si on introduisait dans
les fonctions de production des entreprises privées une incertitude non-
multiplicative, on obtiendrait aussi en général I'absence de séparation
mentionnée ci-dessus. Il existe toutefois un cas intermédiaire intéressant
dans lequel les taux marginaux de substitution entre travail et input col-
lectif sont aléatoires et oll néanmoins on peut obtenir une version géné-
ralisée des conditions de Kaizuka et Sandmo.

Supposons que :
(27) yi=hiz)+ V@) &), j=1,...,13.

avec une fonction de production de Ientreprise publique sans incertitude.
Des manipulations simples conduisent alors 4 la formule suivante :
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1 I dhitd
(28) = 3 gt e
de/dR = df’ ld¥
A L
avec : kK =—= mc._ = _ -
PRI EUIW/(6) 1+ ¢
3 . cov Uy W/ (8) " .
ou : ¢ = est le coefficient de covariation entre I'utilité

EUj EW¥/(9)
marginale et W/,
L’inverse de la productivité marginale du travail dans lindustrie
publique est alors égale & une combinaison linéaire des taux marginaux
de transformation espérés des entreprises (produisant le bien de consom-
mation) avec des poids inversement proportionnels 4 leurs primes de
risque.

Si ¥y =hi(z,¥)+ @), i=1,...., J, on obtient de
méme :
1 - ohila
(29) ) %_\ N%a
" =1pR/ = 4 —
d¥! ag/

4. UNE ECONOMIE AVEC UNE BOURSE DES VALEURS

Nous considérons maintenant une économie concurrentielle dans
laquelle la production du bien de consommation a été décentralisée et
le centre (ou I'Etat) est chargé de la production du bien collectif. Il sera
plus facile de penser en termes d’un modéle 4 deux périodes (ou en termes
du début et de la fin d'une période). L’Etat pergoit de I'entreprise j un
prix unitaire p/ pour son utilisation du bien collectif. Dans la période
un, le prix du travail est normalisé 4 un et I'Etat achéte du travail et vend
les services du bien collectif aux entreprises privées, en ayant un compor-
tement de concurrence parfaite, ¢’est-d-dire, en maximant -

(30) (% o)z
j=1

sous la contrainte z = g(¢°).

D’ou la condition marginale :

(31) ph=gi=i
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Soit I1° le profit de I'entreprise publique ; il est distribué dans la pre-
miére période entre les consommateurs selon des partsof, i = 1, ..., L(11)

Les entreprises privées financent leurs achats de travail dans la pre-
miére période en émettant des obligations qui rapportent un taux d’intérét
certain . Notons que la normalisation 4 un du prix du bien dans la deu-
xiéme période implique que r incorpore un taux d’intérét et un rapport
de prix. i

Les profits de l'entreprise j,j = 1,....,J, actualisés 4 la période 2
sont alors :

(32) W) =71 (¥,2) ¥ @) -1 +r@+piz)
Soit s¢ (resp. s) la valeur des actions de I'industrie ('?) j possédées
par 'agent i au début (resp. 4 la fin) de la période un.

La valeur sur le marché des actions de I'entreprise j 4 la fin de la
période un est donc :

AL S
Awmv Vi = N_ Y
=1

La quantité du travail offerte par le consommateur i dans la période
un est alors :

J B s : .
(34) =R Y T+ Y (T ) — i ° g0
j=t i=1

Un mot dexplication est peut étre nécessaire pour cette équation.
Dans la période un, nous mesurons tout en unités de travail. ' est Ia
quantité de travail directement offerte par I'agent i 4 entreprise publique.
Il regoit en retour (4 la période 1) la valeur du travail foumni ¢ plus une
part & du profit I1°. (7 est la quantité de travail directement offerte
par l'agent 7 a l'entreprise j,j=1,...,J, pour laquelle il recoit des
]

obligations a la période 1. Y, (s — sJ) est la quantité de travail qu'il
j=1

offre (si cette quantité est positive, qu’il recoit si elle est négative) dans

la modification de son portefeuille. ¢* est donc la quantité nerte de travail
qu’il offre & la période 1. Dans la seconde période, il recoit la valeur de

~. H s
ses obligations obtenues par le travail Au. = M acv offert directement
j=1

(11) Ce profit est distribué en unités de travail.

(12) Nous utilisons de fagon interchangeable les mots entreprise et industrie.
Pour chaque j, nous pourrions avoir un grand nombre d’entreprises avec la méme
technologie et la méme structure de risque,
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aux entreprises privées, soit 7' (1 + 7), Ecm sa part des profits calculée

.1... .
a partir de son nouveau portefeuille, soit M Vi | U
La consommation de I’agent i dans _m @mdomm 2 est par suite : ~
2 2 1
‘ T — ¢l N
(35) xl~2+l+y_<w
I=

Le comportement du consommateur ; est défini par le programme
suivant :

i~ J o g 3!
(36) Max EU* | (1 + T + M ﬂ.df P, Y (e — uw.vioh”:a
j=1 i=1
D’ou :
37 E(1+rnUj+EU=0
LA >
(38) B[ o ui] + Bup =0
La valeur des actions de I'industrie j est donc :
: E[U! 11/]
39 Vi=(+pn -
(39) ( r) EU!

D’ou en remplagant [T/ par sa valeur (32) :

E[U] ¥/ (8)]
EU;

(40) V/ = (1 + r)~? W@, 2) -1+ + pl2)

Si 'on note B/ = & + p/z la valeur des obligations émises par I'en-
treprise j, nous retrouvons le théoréme de Modigliani-Miller (1958)

(41) V/+ B =

L
T FARE )
c’est-d-dire, la valeur de marché des actions plus la valeur des obligations
émises est €gale d la valeur escomptée de I'output espéré ajustée par une
prime de risque.

Supposons que les entreprises maximent la valeur de leurs actions
sur le marché(*?), en croyant que la valeur de I'output croit proportion-
nellement avec la quantité de 'output. Alors le programme

(13) Voir Leland (1973) pour une justification de ce comportement en fonction
des intéréts des actionnaires et une discussion de ses limitations.
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f(¥, z)
(42) Z%x @ 2)

V' + ¢ +plz) — ¥

donne la condition d’équilibre :

1 i, 2)

_ — (VW + ¢ + piz) =
(43) e L
ou

E[U] y/(0)] of

] o = i
i RO
ou
45 PRl
0 of [ox!

Si, maintenant, I’Etat percoit de I'entreprise j le prix
l_ E[Ujy'6) o _ PR 2f7 !
1+ 7 EU; oz ErS T Sg 18

pl=
le prix global du bien collectif est :

! = : _ 2. PR/ aft
(46) P | e T. dz
D’aprés le comportement (31) de I'entreprise publiqgue nous avons
donc :

- 1 2 waq L offoz
47 — = ="y
(873 &w\&moﬁ+w uM N HRQ%H

j=
c’est-d-dire la condition d’optimalité (24). On vérifie facilement que les
autres conditions d’optimalité contrainte sont aussi vérifiées.
Le prix implicite de 'output de I'entreprise publique peut étre récrit
en utilisant (41) comme :

i d I AU B
L e L LR S e
PT1¥ S.M O DIV + BhQ +n] 8z 1+r52 P %

ol p’ est observable sur le marché comme le rendement moyen espéré
sur le capital total de I'industrie j dans la période 1 et r est le taux d’in-
térét certain.
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Le prix implicite pour lentreprise publique est une combinaison
linéaire des productivités marginales espérées de linput collectif, qui
est donc la seule information que le centre doit obtenir directement des
entreprises privées. Comme nous l'avons noté dans lintroduction, ces
données technologiques devraient étre facilement observables. Elles sont
particuliérement simples lorsque les productivités marginales espérées
sont indépendantes de z ; sinon, un échange d’information itératif devra
sans doute étre mis en place entre le centre et les entreprises privées.
L’entreprise publique peut ensuite avoir un comportement paramétrique
vis-d-vis de ce prix.

Une alternative 4 ce schéma, que 'on peut noter a partir de (46),
est que I'entreprise publique s’adresse directement aux entreprises privées
pour leur demander leur taux espérés de transformation entre le travail
et le bien collectif et construise ainsi son prix implicite en faisant la
somme de ces quantités. Dans une économie planifiée, sans bourse des
valeurs, la procédure de Malinvaud (1972) pourrait par exemple étre
adaptée a lincertain pour permettre i l'entreprise publique de satisfaire
la condition d’efficacité de la production (47).

La littérature sur l'investissement public dans I'incertain (par exemple
Arrow-Lind (1970), Sandmo (1972 b)) a ignoré que la plupart des investis-
sements publics sont réalisés pour produire des biens collectifs. Par suite,
le débat entre économistes s’est concentré sur les taux d’escompte opti-
maux a utiliser pour l'investissement public, c’est-a-dire la moitié du pro-
bléme. Il est important de savoir comment escompter la valeur des produits
de l'investissement public, mais il est aussi trés important de savoir évaluer
ces produits eux-mémes. Dans le cas de facteurs collectifs de production,
des réponses raisonnables peuvent étre espérées en utilisant le cadre déve-
loppé dans ce chapitre.

CHAPITRE IX

SUR LA REVELATION DES PREFERENCES ()

I. INTRODUCTION

Lorsque les externalités affectent les préférences(?), il se pose, pour
toute politique économique corrective (Ch. III-IV), le probléme de la
révélation correcte de I'impact de ces effets externes sur les préférences,
c’est-a-dire le probléme de la révélation des préférences pour les exter-
nalités. Lorsque les effets externes sont 4 concernement trés restreint,
on peut imaginer qu'un marchandage coopératif entre les agents per-
mettra de révéler et d'internaliser ces effets. Par contre, et ce sera le
sujet de ce chapitre, lorsque les effets externes sont 4 concernement
trés larse, le probléme de révélation est le méme que pour les biens pu-
blics : on fait face au «free rider problem» que nous traduirons dans ce
chapitre par «probléme du passager clandestin». Les agents qui bénéfi-
cient par exemple d'un effet externe positif vont prétendre que l'effet
externe ne les affecte pas en espérant que le comportement des autres
agents conduira néanmoins & un haut niveau d’effet externe. Comme
la question des révélations des préférences a en général €t discutée dans
le contexte des biens publics, nous utiliserons ici le langage des biens
publics tout en gardant 4 I'esprit I'analogie avec les effets externes a concer-

nement collectif.

(1) Ce chapitre est basé sur un travail commun avec Jerry Green. Pour un traite-
ment beaucoup plus complet de ce probleme, voir «ncentives in Public Decision
Making», A paraitre chez North-Holland.

(2) Le probléme de révélation existe aussi pour les externalités qui affectent
les technologies mais semble moins grave dans ce cas (voir Ch. VIII).
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Dans la section 2, nous situons briévement le probléme du passager
clandestin dans son contexte historique. Une caractérisation compléte des
mécanismes qui apportent une solution au probléme du passager clan-
destin dans une économie ou les agents ont des fonctions d’utilité sépa-
rables est donnée dans la section 3. La section 4 traite du probléme de
I'équilibre du budget de I'Etat et fournit une solution approximative
dans une économie 4 un grand nombre de participants.

2. LE PROBLEME DE LA REVELATION DES PREFERENCES
DANS UNE PERSPECTIVE HISTORIQUE

A) De Wicksell 4 Samuelson

A la fin du XIX® siécle, un débat sur les finances publiques prit
place entre économistes européens. Deux doctrines étaient opposées,
«imposition selon le bénéfice» d’une part , et «imposition selon I'apti-
tude a4 payer» d’autre part. Durant la plus grande partie du XIX® siécle,
la plupart des auteurs tels J.B. Say et J.S. Mill s’étaient concentrés sur
Iapproche «aptitude 4 payer» et considéraient le probléme de I'impo-
sition comme plus ou moins indépendant de la détermination des dé-
penses publiques. A partir de 1880, plusieurs économistes, et en parti-
culier Mazzola, Pantaleoni, de Viti de Marco en Italie, Sax en Autriche
commencerent a utiliser les concepts «modernes» d’utilité marginale
et de valeur subjective dans 1'étude des services publics et des contribu-
tions individuelles 4 ces services. Ils firent revivre ainsi I'approche «béné-
fice» implicite dans les écrits de nombreux auteurs du XVIII® siécle,
tels que Bentham, Locke ou Rousseau [le lecteur intéressé par plus de
détails sur cette controverse est renvoyé a Musgrave [1959] et Musgrave

et Peacock [1967]].

En 1896, Knut Wicksell publia «Ein neues Prinzip der gerechten
Besteuerung», dans un livre qui rassemble trois essais sur les finances
publigues [Wicksell [1896]]. Dans sa discussion de la contribution de
Mazzola au débat décrit ci-dessus, il mit en évidence le probléme du
passager clandestin qui avait été ignoré jusque ld dans la reformulation
de l'approche «bénéfice». Mazzola avait formulé une loi de ’économie
fiscale que Wicksell résuma comme suit :
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«La levée d’impots est juste et s’applique sans arbitraire ni

erreur, lorsque chaque contribuable réussit a répartir ses res-
sources de maniére 4 maximer son utilité».

Pour Wicksell cette exigence n’a pas de sens [1896, p. 81]

«Si 'agent économique doit répartir ses ressources entre usages
privé et public de fagon a maximer sa satisfaction, il ne va évi-
demment contribuer en rien aux projets publics (tout au moins
si on néglige les droits fixes et autres charges analogues). Qu’il
contribue peu ou beaucoup affectera si légérement la production
de services publics, qu'a toutes fins pratiques, il ne s’en rendra
méme pas compte. Bien shr, si chacun devait agir ainsi, I'Etat
serait bientot inactif».

Wicksell, surpris de la trivialité de sa remarque, la considére toutefois
fondamentale. Il en conclut qu'une allocation efficace des ressources ne
peut étre réalisée par un comportement décentralisé [1896, p. 82].

«L’égalité entre l'utilité marginale des biens publics et leur prix
ne peut donc étre établie de facon isolée par chaque agent éco-
nomique, mais doit étre assurée par une consultation entre luj
et les autres agents ou leurs représentants. Comment une telle
consultation doit-elle étre organisée pour réaliser un tel but
(d’efficacité) ?... Il s’agit justement de répondre a cette ques-
tion».

Le probléme était correctement posé, et ce fut probablement 'apport
le plus important de Wicksell 4 la théorie des finances publiques. 1l suggéra
aussi une solution, le principe de l'unanimité (approximative) et du consen-
tement volontaire & 'imposition. Chaque dépense publique doit étre votée
simultanément avec la détermination de son financement et ne doit étre
acceptée que si 'unanimité (ou la quasi-unanimité) est obtenue. Notons
aussi qu’il insista, pour la validité de son principe, sur I'existence d’une
distribution initiale des revenus appropriée. Si nous pouvions ignorer
les couts d’information et de communication, ainsi que les menaces et
les comportements stratégiques, ce processus conduirait en effet & un
optimum de Pareto. Cependant, selon l'ordre des votes, plusieurs états
distributifs peuvent étre obtenus. En vérité, c’est la raison essentielle
qui conduira & un comportement stratégique tout au long de la séquence
des votes avec des résultats imprévisibles.

Dans «die Gerechtigkeir der Besteuerung», Lindahl [1919] a présenteé
ce qui est souvent considéré comme la version finale de la doctrine «taxa-
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tion selon le bénéfice». De facon plus précise, Lindahl a donné, dans une
€économie avec biens publics, une caractérisation (d’équilibre partiel) de
'optimum de Pareto pour lequel la contribution de chaque individu au
financement d’un bien public donné égale son utilité marginale pour ce
bien public multipliée par la quantité de bien public, ou, dans les termes
mémes de Lindahl, pour lequel la part relative de chaque agent au budget
d’un bien public égale son utilité marginale pour le bien public.

Le caractére d’équilibre partiel de l'analyse peut étre facilement
légitimé si chaque agent a une utilité marginale pour la monnaie constante,
comme I'a montré Samuelson [1969]. La seule vraie faiblesse de la pré-
sentation de Lindahl est d’ignorer que méme en partant d’une distribu-
tion optimale des revenus, son mécanisme peut conduire i une distri-
bution inappropriée, c’est-a-dire, 4 un optimum de Pareto qui n’est plus
le meilleur au sens d’une fonction d’utilité collective donnée. Seule I’ap-
proche d’équilibre général de Samuelson [1954] [1955] permit de com-
prendre que dans une économie avec biens publics, il existe une infinité
d’optima de Pareto. Etant donné des ressources initiales, 4 chaque opti-
mum de Pareto peuvent étre associés des pseudo-prix et des transferts
forfaitaires tels que l'optimum de Pareto puisse étre réalisé comme un
équilibre concurrentiel avec ces pseudo-prix et ces transferts, appelé
pseudo-€quilibre. Le caractére «pseudo» de I’équilibre est da au fait que
les prix des biens publics sont personnalisés et ne peuvent donc apparaitre
sur un marché. Dans ce cadre, il est approprié d’appeler équilibre de
Lindahl le pseudo équilibre pour lequel les transferts forfaitaires sont
nuls. Cest I'état de 'économie qui serait éventuellement atteint si, partant
de ressources initiales données, les marchés artificiels requis par les prix
personnalisés pouvaient étre organisés de fagon concurrentielle.

Pour en revenir 4 la contribution de Lindahl, nous pouvons dire
que la caractérisation de I'optimalité de Pareto dans une économie avec
biens publics fait de grands progrés grace a son article, mais que la critique
fondamentale de Wicksell, au sujet du probléme du passager clandestin
est perdue de vue, puisque toute la discussion suppose des préférences
connues. En résumé, on connait mieux I'objectif, mais on sait encore
moins bien comment y parvenir.

Dans son article de 1939, dans lequel il présente au public américain
le débat résumé ci-dessus, Musgrave met I'accent sur la difficulté du pro-
bléme du passager clandestin. Samuelson est aussi trés clair dans la version
«mathématique» de sa «théorie pure des dépenses publiques» sur I'impos-
sibilité de décentraliser un pseudo-équilibre. Cependant, personne n’essaie
d’attaquer le probléme.
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B) Tentatives pour résoudre le probléme du passager clandestin

H.R. Bowen [1943] a sans doute été le premier économiste a apporter
une contribution importante sur le probléme du passager clandestin posé
par Wicksell. De plus, son article contient une redécouverte des résultats
de Lindahl et un exemple montrant que le vote a la majorité peut conduire
4 un état Pareto optimal, premiére étape vers le futur résultat de Black
[1948] selon lequel le vote 4 la majorité est une procédure de choix sociaux
transitive pour des préférences «d un seul pic».

Bowen établit d’abord les conditions d’optimalité paretienne et
rejette le marché pour les atteindre. Il propose a la place un mécanisme
de vote. Il réalise qu’il est impossible d'espérer que les agents révélent
leurs préférences pour un projet donné par leurs votes, si leurs contri-
butions sont liées a leurs votes. C’est pourquoi il suppose une imputation
a priori des colts (parts égales si la distribution des revenus est «juste»)
qui définit des dispositions a payer nettes. L'agent vote pour ou contre un
projet selon le signe de sa disposition 4 payer nette. Le mécanisme de vote
4 la majorité est, avec des préférences convexes, non manipulable. Cepen-
dant il ne permet d’atteindre I'optimalité parétienne que si la moyenne et
la médiane de la distribution des dispositions a payer nettes sont identiques.
Si on essaie d’atteindre 'optimalité en permettant d’exprimer dans le vote
I'intensité des préférences 1'agent peut réaliser I'influence de son vote sur
le mécanisme de décision (et non plus sur sa contribution), et modifier son
vote de fagon a obtenir la décision qu’il préfére. Supposons qu'un projet
public soit réalisé si la somme des évaluations individuelles annoncées
excéde le colt qui,par exemple, est réparti également entre les agents.
Un agent pour lequel l'utilité du projet est supérieure au cout par téte
répondra la plus grande évaluation possible pour essayer de faire accepter
le projet. Symétriquement, un agent pour lequel I'utilité du projet est
inférieure au cout par téte répondra la plus petite évaluation possible pour
essayer de faire rejeter le projet.

Plus récemment, E. Thompson [1967] a imaginé un systéme d’assu-
rances qui réalise une allocation efficace si I'Etat connait les probabilités
(supposées fixes) attachées par les agents au succés ou échec du vote
d’un projet public donné. Il est possible d’éliminer cette trés forte hypo-
theése informationnelle par un procédé de révélation des probabilités pro-
posé par Kurz [1974] a la suite de Savage [1971]. Cependant, si les agents
font le lien entre les deux étapes de la procédure de Kurz, d’abord révéla-
tion des probabilités. ensuite révélation des dispositions a payer par
maximation d'une fonction objectif appropriée, ils peuvent modifier
avec succes leurs réponses. Newbery [1974] a proposé un mécanisme
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de paiement aléatoire qui intégre les deux étapes de la procédure de Kurz.
Cependant, il reste que la révélation des vraies préférences requiert I'hy-
pothése selon laquelle I'agent croit qu’il ne peut influencer le résultat du
processus de décision collective, c’est-d-dire essentiellement I’hypothése
ci-dessus.

Notons enfin les contributions de Dréze et de la Vallée Poussin
[1971] et Malinvaud [1972] qui ont construit une procédure de plani-
fication avec biens publics pour laquelle la révélation des préférences
est une stratégie maximin.

C) Théorémes d'impossibilité

A coté de ces tentatives pour résoudre le probléme, il existe depuis
trés récemment des théorémes négatifs trés généraux qui suggérent 1'im-
possibilité de trouver des mécanismes non manipulables permettant de
réaliser une allocation efficace.

Ainsi, Hurwicz [1972] a montré que, dans une économie d’échange
avec biens privés, il est impossible de trouver un mécanisme
d’allocation des ressources qui soit d la fois Pareto optimal et dans lequel
les agents, a4 [I'équilibre du mécanisme. aient intérét a4 agir
selon leurs vraies préférences. Ledyard et Roberts [1974] ont étendu

ce résultat au cas d’'une économie avec biens publics.

Dans le méme esprit, mais dans le cadre plus général de la théorie
des choix sociaux, Gibbard [1973] et Satterthwaite [1975] ont démontré
qu’il n'existe pas de mécanisme de choix social pour lequel la stratégie
optimale d'un agent est une stratégie dominante et qui soit non-dictatorial
et non-manipulable. Ce théoréme trés important permet de situer la diffi-
culté du probléme et les voies de recherche possibles. Comme dans la
théorie traditionnelle des choix sociaux (Arrow [1951]), les exigences
de Gibbard et Satterthwaite sont trés fortes. En particulier, ils permettent
un comportement stratégique avec des préférences individuelles arbitraires.
Il apparait donc qu'un espoir de solution peut venir d’une limitation
du champ des préférences possibles, et par suite, des possibilités de mani-
pulation des agents.

De fait, dans un contexte spécialisé ol les décisions concernent
seulement le niveau de production des biens publics et des transferts
monétaires entre agents, Groves [1973] et Groves et Loeb [1975] ont
supposé que les préférences étaient monotones dans le revenu et que

les dispositions a payer pour les biens publics étaient indépendantes
du revenu. Dans un tel environnement, ils ont trouvé une classe de mé-
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canismes tels que la révélation des vraies préférences est une stratégie
dominante pour chaque agent et qu'un optimum de Pareto est sélectionné.

Dans la section suivante, nous montrons que les mécanismes pro-
posés par Groves et Loeb sont les seuls 4 avoir de telles caractéristiques.
De plus, nous montrons de facon plus générale que les mécanismes d
stratégies dominantes bien définis qui sélectionnent des optima de Pareto
(appelés mécanismes satisfaisants), indépendamment de la question de
révélation des vraies préférences, sont essentiellement isomorphes aux

mécanismes proposés par Groves.

3. CARACTERISATION DES MECANISMES SATISFAISANTS

A) Définitions

a) Ww&ma Publics

Nous nous intéressons a la réalisation d’un ensemble de projets pu-
blics (biens publics ou effets externes a concernement collectif) dans
une économie ol il existe un seul bien privé (que I'on pourra identifier
4 de la monnaie) et N agents économiques. La seule restriction imposée
aux projets publics dans notre analyse, est la compacité, dans un certain
espace topologique, de I'ensemble k des enveloppes de projets publics
disponibles. Parmi les nombreux exemples couverts par notre approche

trés générale, citons :

i) un projet public unique de taille fixe ; dans ce cas, kK = {0,1],
ou 1 représente la réalisation du projet et 0 la non-réalisation ;

ii) un projet public unique de taille variable : la taille possible doit
appartenir @ un ensemble fermé borné de R, par exemple, k = [0, K],
ou k = {0, [K,,K,]} si la technologie requiert une taille minimale, ou
k= {0,K,,..., K} sllexiste des indivisibilités,

iii) un ensemble de L projets publics de tailles variables ; dans ce

L
cas, on peut avoir par exemple k = II [0, K],
2=1

iv) un ensemble compact de fonctions, telles que des lois fiscales ;
dans ce cas, par exemple, kK =€ [0,1], ensemble des fonctions réelles
continues sur 'intervalle [0,1], etc. . .

On note K un élément courant de k.
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b) Transferts, fonctions d utilité et fonetions d'évaluation

Nous considérons des transferts monétaires %, i = L. ... Niqui
seront déterminés de fagon simultanée avec les biens publics. Etant donné
une situation initiale arbitraire, le gain d’utilité de I'agent i di au pro-
gramme de projets publics et de transferts (K € x, t*. i = 1...N) est

u' (K, ') définisurk x R

Définition 1 : La fonction d’utilité u’ (.,.) est dite (additivement) sépa-
rable si et seulement si :

u' (K, ") = oi(K) + ¢

La fonction v'(.), qui est nette des coiits des projets imputés a l'agent
i et définis ex ante, est appelée la fonction d’évaluation de l’agent i. L’hy-

pothése de séparabilité correspond 4 une absence d’effet revenu dans
I’évaluation des biens publics.

c) Mécanismes

Pour apporter une solution au probléme du passager clandestin nous
allons soumettre les N agents économiques a un jeu qui est joué selon les

régles (ou mécanisme) suivantes :
» . s i 4 N
Soit §', TI'espace des stratégies de I'agent i, et soit S= II S’. Un
=1

«coup» du jeu est un éléments = (s*, ..., sN) € S
L’issue du jeu est définie par deux fonctions :

1) Pour chaque coup, une fonction de décision d(.) de S dans k
spécifie la décision quant au choix du projet public.

2) Pour chaque coup, une régle de transferts, 7(.) = [0, o 200
de S dans RN spécifie un programme de transferts.

Soit f(.) = [d(.), t(.)]

Le jeu peut étre joué avec différents niveaux d’information au sujet
des actions des autres joueurs. Si les actions des autres joueurs sont
connues, lissue du jeu peut étre un équilibre de Nash. Si elles sont in-
connues, les agents peuvent jouer une stratégie maximin ou maximer ['es-
pérance mathématique de leur utilité avec des distributions de probabi-
lités subjectives données sur les actions des autres. Pour tous les jeux
considérés dans ce chapitre la stratégie optimale est une stratégie domi-
nante (c’est-a-dire. est optimale pour toute action des autres joueurs).
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Soit de fagon générale, ® (v(.)), I'ensemble des actions du joueur i
lorsque la vérité est vi(.).

Nous introduisons maintenant plusieurs ensembles de régles du jeu :

Définition 2 : Un mécanisme M = (S, f), est un ensemble d’espaces de
stratégies S',i =1,..., N, et une fonction f(.) = [E) 3200 5 250
Nt
de TI S = Sdansk x RN telle que pour chaque stratégie jouée s :
i=]
1) le projet accepté est d(s) :

2) le transfert a I'agent i est #/(s), pouri = 1,.... N.

Définition 3 : Un mécanisme de révélation, MR = {V, f1, est un méca-
nisme pour lequel une stratégie est une fonction d’évaluation du projet
public, et un espace de m:m_ﬁmmmmm S' = V! est un espace de fonctions d’éva-
luation admissibles A< _ <~V.
i=1

Dans un mécanisme de révélation, la question posée a I’agent est :
quelle est votre fonction d’évaluation ? De facon évidente, un tel méca-
nisme ne peut étre utilisé que si les agents ont des fonctions d’utilité
séparables. Dans ce cas, demander I’évaluation d’un projet public indépen-
damment de la spécification du transfert recu a un sens. Nous notons
wi(.) la fonction d’évaluation que I'agent répond; elle peut étre différente
de la fonction vraie vi(.),

Soit w(.) = [w'(), ..., wN(.)]

Définition 4 : Un mécanisme de révélation direct, MRD = {V, f}, estun
mécanisme de révélation tel que :

N
d(s) = dw()) € (K*/K* €k et ¥ wi(K*) = max ¥ wi(K)}
i=1 Kek i=1
La sélection d(w(.)), faite dans I’ensemble des projets, qui maxime
la somme des fonctions d’évaluation est arbitraire. Ce mécanisme n’est
bien défini que si I'ensemble des projets maximants est non vide. Puisque
k est un ensemble compact, une condition suffisante est que les fonctions
d’évaluation soient semi-continue supérieurement (s.c.s) sur k.

Soit: w= ()= [w'(),..., wi-1(), w*1(),..., wN()]
et : ey = W w (1)

=1
F#i
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Définition 5 : Un mécanisme de Groves, MG = {V, f}, est un mécanisme
de révélation direct avec une régle de transfert spécifique définie par :

tiw(.)) = Z w-idw()) + ' (w=i(.)
ot hi(w-i(.)) est une fonction déterministe arbitraire de w=f(.),
P Y o NG

Nous aurons besoin aussi d’un concept proche du mécanisme de
Groves pour lequel les transferts et les décisions ne sont pas définis de
fagon unique.

Définition 6 : Un mécanisme de Groves généralisé, MGG = {V, F}, est :
un ensemble d’espaces de fonctions d’évaluation admissibles, Vi
fe s ot Nz
une correspondance de décision D(.) de V dans k telle que chaque
sélection d(.) € D(.) maxime £ w—7(.) ;
un ensemble de correspondances déterministes arbitraires H'(.)
. N -
deV* =11 VidansR,i=1,..., Ntellesque :

i=1
j#i

tw()) = Zw i @dw()+ h W)
ou H()EH(),i=1,...,N et dw()) € Dw())

De facon analogue, dans un mécanisme de révélation (direct) géné-
ralisé les applications de décision et de transferts sont 4 valeurs multiples
d()ED(), {(YETI(), i=1,...,N. De plus, dans un mécanisme
de révélation direct généralisé, chaque d(.) maxime la somme des réponses.

d) Propriétés des mécanismes

Dans notre construction de mécanismes, nous sommes intéresses
par un certain nombre de propriétés qui sont rassemblées ci-dessous.

Ftant donné un mécanisme, soit D'(v7(.)) € ! I'ensemble des stra-
tégies dominantes de I'agent i lorsque sa vraie fonction d’évaluation est

vi ().
Définition 7 : Un mécanisme est dit décisif si et seulement si :

Vi, Yi() €V, DI@wi()# ¢

Soit, alors §'" = L DI (vi(.)), 'ensemble des stratégies observables
viyev
I N L
de 'agent i Soit §'= II S".
. i=1
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Définition 8 : Un mécanisme est dit heureux si et seulement si
Vi, ¥s' € @ (v'(.)),d(s) maxime Zv'(.)
Un mécanisme généralisé est dit heureux si chaque sélection
d(.) € () maxime Zuvi(.)

Un mécanisme heureux et décisif est dit satisfaisant.

L’utilité de la stratégie s pour I'agent i avec le mécanisme M s’écrit sans:
crainte de confusion :

(s M) = vi(d(s)) + t'(s)

Définition 9 : Un mécanisme de révélation est dit motivant si et seulement
si la vérité est une stratégie dominante pour chaque agent, c’est-a-dire,

wi(w ), vi) ;s MR) = ui(w (), w'(.) ; MR)
Ywi() €V Ywi()€E V!

Note : Un mécanisme de révélation motivant est décisif.

Si nous avons dans k le programme d’inaction, noté 0, par définition
vi(0)=0,i=1,...,N. Pour un mécanisme de révélation, tel que 0 € «,
une stratégie w'(.) est dite normalisée si w'(0) = 0. Si toutes les stratégies
sont normalisées, le mécanisme de révélation est dit normalisé.

B) Caractérisation

Sous I’hypothése de séparabilité des fonctions d’utilité, nous montrons
tout d’abord que les mécanismes de révélation heureux et motivants sont
des mécanismes de Groves : ensuite, nous montrons que tous les méca-
nismes satisfaisants sont isomorphes a des mécanismes de Groves (généra-
lisés).

Théoréme I [Groves et Loeb [1975]]

Un mécanisme de Groves est motivant.
Démonstration : Pour tout w= (.)€ V= et tout wi(.) E V¥,
w (w (), v'() 1 MG) — u' (w™ (), w'() ; MG) = v/ (d(w (), v*(.)))
F 2w i d(w i), v () + AT () — i (d(w ), wi)))
— Zw H(d(w™i() ' () — A (wi() = mmmm [v/(K) + Zw " (K)]

— [0 d (™ (), w () + Sw i d(w (), w'()))]=0

QED,
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Théoréme 2 [Groves [1974]]

L'ensemble des stratégies dominantes d’un mécanisme de Groves est
{vi(.)+ a'},on les o, i =1,...,N, sont des constantes arbitraires. Il
existe une seule stratégie dominante normalisée correspondant & al =0,
b=l

Démonstration : Supposons qu’il existe une stratégie dominante, disons
v'1(.), qui ne soit pas de la forme v’ (.) + o'. Il existe alors

el o KR EK . K Ek
tels que :
v H(K*) =o' (K*) + «
vH(K*¥*) = o i(K**) +a +e
Nous pouvons choisir w (), s.cs., tels que :
Zwi(K*) = - v (K*) —«

Bl (K**) = = o (K**) — o =

Zw i (K) = —sup ﬁ sup v' (K) , sup %.:AL e

Keg K=k
pour K € k K # K*, K= K**
La réponse v?(.) conduit au projet K* puisque
v (K*) + Zw {(K*) >vi(K) + Zwi(K) VK =#K*
De méme, la réponse v'/(.) conduit au projet K** puisque
pT(K**) + Swoi(K*E) > 0"T(K) + Zwi(K) VK # K**
De plus, nous avons :
 (K*) + Swi(K*) > v (K**) + Zw™ (K**)

v't(.) n’est donc pas une stratégie dominante, une contradiction. Toutes les
stratégies dominantes doivent étre de la forme {vi(.) + o’} Daprés le
théoréme 1, toutes les stratégies de la forme {v(.) + '} sont bien des
stratégies dominantes.

Une stratégie normalisée de Iagent i est telle que w’(0) = 0. Puisque
par définition v'(0) = 0, &’ = O pour une stratégie dominante normalisée.

Q.E.D.
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Corollaire 1 : Un mécanisme de Groves est satisfaisant.

Démonstration : D’aprés le théoréme 2 et la définition d’un mécanisme de
Groves, nous savons que la décision prise maxime la somme des fonctions
d’évaluation. 11 est donc heureux. Comme il est d’autre part motivant il
est décisif et donc satisfaisant.

Q.E.D.

Corollaire 2 : L'ensemble des stratégies dominantes d’un mécanisme de
révélation motivant et heureux est inclus dans I'ensemble {v’(.) + o} ou
les af, i =1, ..., N, sont des constantes arbitraires. Il existe une seule stra-
tégie dominante normalisée correspondant & o =) b= 1 N

Démonstration - Comme dans le théoréme 2, nous montrons tout d’abord
qu’une stratégie dominante de I'agent i doit étre de la forme {v'() + &'},
vi(.) est une stratégie dominante puisque le mécanisme est motivant.
Comme dans le théoréme 2, ¢’est aussi la seule stratégie dominante norma-
lisée.

Q.E.D.

Définition 10 : Un mécanisme de révélation direct satisfait la propriété A,
si et seulement si, pourtouti = 1,..., N,

a) t'(w(.)) est indépendant de w’(.) pour des w'(.) qui produisent
la méme décision d(w), ¢’est-d-dire, si pour w7 (.) , wi(.), w ()

d(w (), w () =dw (), w()
alors (), w' () =t (w (), w"(.))
b) t(w™ (), w' () — Fw (), w ()
= Zw i(dw()) —Zw "’ (dw'())
ol d(w(.)) maxime Zw () + w’() sur K

et dw'()) maxime Zw () + w'() sur K

Lemme © Un mécanisme est un mécanisme de Groves si et seulement si
il satisfait la propriété A.

Démonstration : évidente.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer notre théoréme de
caractérisation fondamental.
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Théoréme 3 [Green et Laffont [1975a]]

Un mécanisme de révélation direct motivant est un mécanisme de
Groves.

Démonstration : Nous considérons tour a tour la négation des deux parties |
de la propriété A.

Si a) n’est pas vérifié, il existe w7 (.), w'(.), w"(.) qui conduisent a
la méme décision K* = d(w ™ (), wi(.)) = d(w (), w(.)) et tels que :

Fw Q) w () >t (w i), w' ()
Soit vi(.) = w' (.). Nous avons :
(), w' () + o1 (K*) > t{(w (), v()) + o' (K*)
vi(.) n’est donc pas une stratégie dominante, une contradiction.
Si b) n’est pas vérifié, il existe w (), w (), w' () tels que :
K#* maxime Zw () + wi() sur k
K*' maxime Zw=f(.) + w'(.) sur k
et (), w () — '@ (), w ()= Zw (K*) — Zwi(K*) +e i
pour un € > 0.
Considérons w'" (.) défini de la facon suivante :
w' (K*) = — Zw~ ' (K*) _
wiK¥)=—Zwi(K*¥)+8 avec 0<8<e
wi(K)=—C pour K=#=K*,K#K*

avec C > max Zw (K)
Kk

Il

w1 (.) est s.c.s.

Notons qu’alors K*' maxime w'"(.) + Zw~(.) sur k, et, par consé-
quent, d’aprésa) :

I

' (w (), w" () = £ (w (), w" ()

Nous avons donc :

Hw (), wi()—tiw (), w"() = Zw(K*) — Zuwi(K*) + €

=— W' K*)+ " (K*) +e-8
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Ainsi :
i), wi() + w'H(K*) > i), w'i() + wi(K*)

Par conséquent, lorsque vi(.) =w'(.), la réponse wi(.) est préférable,
ce qui contredit le fait que le mécanisme est motivant.
Q.E.D.

Corollaire 3 : Si les fonctions d’évaluation admissibles sont restreintes
4 la classe des fonctions continues, la famille des mécanismes de Groves
est identique 4 la classe des mécanismes de révélation directs motivants.

Démonstration : 11 suffit de montrer que dans la démonstration du théo-
réme 3, w' () peut étre choisi continu et tel que :

1) K* maxime w'i(.) + Sw-i(.)surk
2) W (K*') =— Zw-1(K*)
— Dw-i(K*) + 6

3) w'(K*)

Il

Soit n > 0 tel que n < |K* — K*'| et

— Tw-i(K) pour K& [K* —n, K¥ + 7]

|IK — K*'|
n

Il

w'{(K)

Il

—Zw-i(K)+ 8§ ? — v pour K& [K*' —n, K¥ + 7]

Par construction w'"(.) est continu puisque les w/(.), j # i, sont
continus et satisfait 2) et 3). De plus, il est facile de voir que 1) est aussi
satisfait puisque nous avons toujours :

wi(K) + Zw-i(K)<8& pour K #K*
Q.E.D.

Théoréme 4

Un mécanisme de révélation normalisé, motivant et heursux est un
mécanisme de Groves.

Démonstration : Puisque le mécanisme de révélation est motivant heureux
et normalisé, les agents vont répondre leur fonction d’évaluation vraie
vi(.) .i=1,..., N daprés le Corollaire 2. Puisque le mécanisme est
heureux, nous pouvons dire que la décision est prise en maximant la somme
des réponses. C’est donc un mécanisme de révélation direct, d’olt le résultat
d'apres le théoréeme 3.

Q.E.D.
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Nous pouvons maintenant étendre la caractérisation aux mécanismes
satisfaisants.

Théoréme 5 [Green et Laffont [1975a]]

Un mécanisme satisfaisant (S, f) qui satisfait la propriété d’unicité
des stratégies dominantes est tel que :

APt i = ok N Yi: 8= Vi
3 mécanisme de Groves normalisé, {V , g}, tels que
f@O=glY G, ..., ¥NE™M)]

Démonstration : Soit D!(vé(.)), 'unique stratégie dominante de 'agent i,
lorsque la vérité est vi(.), i =1,..., N. A partir du mécanisme (S, f),
nous construisons un mécanisme de révélation normalisé (V, ¢) de la

fagcon suivante. Soit

o(w(.)) = f[D(w(.))] pourtout w(.)EV

N . :
oit V= II Vet V' est 'espace des fonctions d’évaluation normalisées

e
et s.c.s. h

Le mécanisme de révélation (V, ¢) est bien défini puisque D'(vi(.))

est un singleton pour i =1,..., N.(V, ¢) est motivant. Supposons en
effet qu’il ne le soit pas. Pour des v'(.), w—*(.) donnés, il existe wi(.) 7 v(.)
avec ¢(w—i(.), wi(.)) préféré par lagent i a ¢(w~7(.), vi(.)), cest-d-dire
FID *(w=i(.)), DY (wi(.))] préféré a f [D~*(w=7(.)), D' (v (.))] ol

D (w () =
[DF (0t () = - vy D 100 DL Qo 1 () - - DY ™ )]

ou encore
w (D {(w()), DI(wi()); {S, N >u' D (w-1(.), DI@wi(.);{S.f})

ce qui contredit le fait que D*(vf(.)) est une stratégie dominante pour
I'agent i

Le mécanisme de révélation (V, ¢) est heureux puisqu’il a les mémes
résultats que (S, /).

Par conséquent, (V, ¢) est un mécanisme de révélation normalisé,
motivant et heureux. D’aprés le théoréme 4, c’est donc un mécanisme
de Groves normalisé.

Enfin. pour montrer que les fonctions (D)~'(), i=1,..., N
existent, nous démontrons que D' est univoque, i = 1,..., N. Suppo-
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sons que D ne soit pas univoque. Il existe alors v'(.) et v"(.) dans Vi, tels
que vi(.) # v''(.) et D'(v(.)) = D*(@" (). Par définition v7(0) = v" (0) = 0.
mais puisque 7 (.) # v'i(.), il existe K € k tel que vi(K) # v (K).

Sans perte de généralité, soit alors K* tel que :
vi(K*) — v'{(K*) = ¢

et : A = sup [sup vi(K), sup v"(K)]
KEk Kek

Nous pouvons alors choisir v=#(.) tels que :

2 v (K*) = — oK) — =

ZoH0)=10
Zvi(K)=—A —¢
Par suite, il est clair que :
Zo-i(K*) + vi(K*) > v-{(K) + vi(K)
VK ek, K#K*
et
To-i(0) + v1(0) > Zv-i(K) + v*(K)
YKEk, K£0
Nous avonsdonc été capables de construire v—7(.) s.c.s. tels que [v—i(.), vi(.)]

et [v—i(.). v"(.)] devraient conduire a des décisions différentes. Or elles
ne le font pas, contredisant le fait que (V , ¢) est heureux.

Par conséquent, D(.) est :::..omwzm pouri =1,...,N. Si nous défi-

nissons ¥’ = (D)~'(.) de §" dans V' :
gli(sh), ..., yN (M) = F[D* oD} (sY),..., DV (DN) )] =£(s)
Q.E.D.

Si nous abandonnons I’hypothése d’unicité dans le théoréme 3,
nous obtenons seulement une caractérisation plus faible. En effet, consi-
dérons I'exemple suivant :

Soit k= {0,1}; S' =R?, st = (5!, 512),i=1,..., N ; définissons
le mécanisme par :

Il
4.
t4
2,
W
o

d(s)
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i) =Zs 0 T2 0 il ude) =1

I

i fiae si d(s)=0
pour i=1,..., N.
L'ensemble des stratégies dominantes est alors :
Di@i()) = (s, s2) € R?*/s'! = vi(1)}.
Par conséquent, le mécanisme ne peut étre représenté sous la forme

g [¥(s)] pour quelque mécanisme de Groves que ce soit, puisque les ti(s).

Niinads,
i=1.....N,nesont pas constants sur II D’ ('(.)).
=1

Cependant, on peut montrer que tous les mécanismes de Groves
sont isomorphes a des mécanismes de Groves généralisés.

Théoreme 6

,mo: (S.7) un mécanisme satisfaisant. Il existe des fonctions ¥/
de S dans Vi, i =1,..., N et un mécanisme de Groves généralisé (V, G)
tel que :

U f(s") =G Y. NN

s"ES(s)
ou S(s) = {s'/s et s’ appartiennent au méme D(w(.))}.

Démonstration : 11 est immédiat de vérifier que les théorémes 2. 3, 4
sont vrais pour des mécanismes de révélation (directs) généralisés. La
démonstration du théoréme 6 suit alors les lignes de la démonstration
du théoréme 4 avec quelques différences notées ci-dessous.

Di(v?(.)) est maintenant I'ensemble des stratégies dominantes de
I'agent i, lorsque sa vraie fonction d’évaluation est vi(.), i=1,...,N.
Nous construisons un mécanisme de révélation normalisé et généralisé
de la facon suivante. Soit V' I'ensemble des fonctions d’évaluation s.c.s.
et normalisées et soit :

®(w(.)) = f[Dw()] Vw()EYV

& est maintenant une correspondance avec deux proprietés :
s' € D(w(.)) et s*€ D(v(.)) impliquent que d(s') et d(s*) maximent
tous deux Tv'(.), sinon le mécanisme ne serait pas heureux.

Egalement, vi(d(s!)) + Ti(s') = vi(d(s*)) + T'(s?) sinon, il exis-
terait rf(.) € T(.) tel que. sans perte de généralité,
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vi(d(s")) + t'(s1) > vi(d(s?)) + t(s?)
si? ne serait plus alors une stratégie dominante pour l'agent i.

Comme dans le théoréme 5, on montre que (V, ®) est motivant.
D’aprés le théoréme 4, (V, ®) est un mécanisme de Groves normalisé
et généralisé.

Maintenant si vf(.) # v"(.), alors D(v"(.)) N D(v""(.)) = ¢. Sup-
posons au contraire, qu'il existe st € DI () N Di(w'(.)). Dans ce cas,
vi()) et v"(.) peuvent conduire au méme projet K*. Comme dans le théo-
réme 5, on peut choisir w—i(.) de telle sorte que vi(.) et v'1(.) devraient
conduire 4 différents projets, contredisant le fait que (V, ®) soit heureux.

11 est donc possible de définir la fonction ¥(.) = (D)~'(.),i=1,...,N
qui est telle que :

Df o (D)1 (s7) = Si(s?) = {5"/s' et s" appartiennent au méme D*(v'(.))}

Alors :
S (s1), ..., YN M) =f[D' e DHTHY. ..., DNo (DM~ (sM)]
= U f(s)
s'=8(s)

Q.E.D.

4, EQUILIBRE DU BUDGET DE L’ETAT

Une difficulté importante associée aux mécanismes étudiés dans
les sections précédentes est qu’ils n’équilibrent pas de facon automatique
le budget de linstitution qui organise la consultation des agents écono-
miques. En effet, la somme des transferts nécessaires pour amener les
agents 4 révéler la vérité, Z¢,(w) n’est nulle qu'en des circonstances for-
tuites. Ces déficits ou surplus peuvent étre absorbés par imposition ou
subvention en dehors du mécanisme, mais il est nécessaire. pour conserver
la propriété de rationalité individuelle, de supposer que les agents ne
réalisent pas l'existence de ces impOts ou subventions lorsqu’ils formulent
leurs réponses aux questions du mécanisme.

En vue de cette faiblesse, Groves et Ledyard [1975] ont construit
une famille de mécanismes qui, en présence de biens publics, permettent
d’atteindre des optima de Pareto dans un cadre d’équilibre général. Pour
obtenir ces résultats, ils doivent en raison des théorémes de caractérisa-
tion des sections précédentes, affaiblir le résultat de Groves [1973] en
ce qui concerne les propriétés de non manipulation. La® révélation des
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vraies dispositions marginales a payer pour les biens publics a lieu a
I’équilibre : en d’autres mots, Groves et Ledyard [1975] doivent aban-
donner le résultat selon lequel la vérité est une stratégie dominante, qui
élimine tous les problémes de théorie des jeux de nature non coopérative.
De plus, la nécessité d’une procédure de tdtonnement pour atteindre
I’équilibre suggére que la question de manipulation la plus pertinente
concerne la manipulation le long du processus dynamique qui conduit
4 I’équilibre (voir 4 ce sujet Hurwicz [1975]).

-

Les mécanismes étudiés dans la section 3 ont, par la propriété de
stratégie dominante, des possibilités d’applications importantes (voir
Green et Laffont [1974] [1975b]). C'est pourquoi il est crucial de montrer
que le probléme soulevé ci-dessus peut étre résolu de facon satisfaisante
pour ne pas remettre en cause l'intérét des mécanismes de Groves. Notre
objectif dans cette section est de montrer d’'une part que la somme des
transferts peut étre rendue négligeable, et d’autre part, que si on redis-
tribue cette somme de transferts la stratégie optimale des agents est trés
proche de la vérité. Ces résultats sont établis dans le cas d’un projet unique
de taille fixe, c’est-d-dire k = {0,1}.

A) Impossibilité d’équilibrer le budget

Nous montrons dans cette sous-section qu’il est impossible de trouver
un mécanisme de Gioves particulier, c’est-a-dire, une fonction

h()= (R, ..., BN()
particuliere, telle que la somme des transferts nécessaires soit nulle quelles

que soient les vraies dispositions a payer. Ce théoréme d'impossibilité
montre que l'on doit s’orienter vers des solutions approchées si on veut
conserver la propriété de stratégie dominante. Diverses notions de solution

approchée sont explorées par la suite.

Théoreme 7 : Il n’existe pas de mécanisme de Groves tel que :

Ttt(w) =0 Yuw €V
Démonstration : Nous allons raisonner par l'absurde et supposer qu'il
existe une fonction vectorielle % (.) telle que :

Zti(w)=0 YweV

Considérons tout d’abord le cas N = 2. Soit w'*, w'~, w? tel que

w4+ w? >0 et w'™ + w? <0. Par définition, nous avons alors :

(1) wit + w? + R W)+ Rty =0
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2) Pl(w) + i (w'~) =20
Soustravons (2) de (1) ; nous obtenons :
(3) wt+ B @!lt) — AR ) = —w?

Si nous varions w? de sorte que w'™ + w? reste positif, nous avons
par (3) une contradiction puisque le membre de gauche ne dépend pas
de w?.

Cette démonstration peut étre généralisée & N = 3. Considérons

wel, ..., wN et A tels que :

(4) =iN= DA Bt = (N 2y A . A0
Nous utilisons la notation suivante :
h*(0%?) est la fonction A* avec pour argument w” + A au lieu de

w®’ sauf pour les indicesi = £, ..., p.
Puisque Zw® + (N— 1) A>0,0na:

(5) N oRON)Y + AN W) =—(N—=1) [Zw® + (N— 1) A])

—

f#N

Lidée de la démonstration est de soustraire successivement de (5),
les termes qui comportent un zéro, puis 2 zéros, etc. Dans (5),ilva QLL

termes a éliminer.
On utilise alors le fait que :
Tw + (N—2)AZO0

pour écrire (N — 1) équations :

(6) > RIOMN) + AN @) =0 que 'on peut récrire :
i#N

(7) 2 KOy E B0 0T (0 =0
PN
i#j

Chaque A7(0N) dans (5) peut étre supprimé en soustrayant ’équa-
tion i dans (7) d’ou :

N4 N—1
¥ ¥ r N+ AN @) - Y AN ()
j=1 i#N =1
iFf

=—(N—-1)[Zw” + (N - 1) A]
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Ce faisant on a donc introduit dans I’équation Cy, , (N — 2) termes
avec deux zéros. On ignore toujours les termes correspondant a KN () car
ils ne contiennent pas w°™ .

Si maintenant on utilise le fait que :

Zuwtt+ (N-3)A <0 on peut écrire :

2
N-2

@ x2=€  XN-2)

N=—1

65 x 2 termes avec deux zéros. Mais

%, €quations qui contiennent C

c’est-d-dire qulavec ces équations on peut exactement (par symétrie)
supprimer les termes avec deux zéros ; on a toutefois introduit ainsi des
termes avec trois z€ros.

A Détape k, on a C%_ (N— 1 — k) termes a éliminer, mais on peut
écrire :
ey équations qui contiennent
(N=-1)...(N=Kk+1)

CA™! (k+ 1) termes appropriés Clest-d-dire — soit

exactement C{_, (N—1 —k).
Lorsque a I'étape (N — 2) on introduit les termes avec N zéros, on en
introduit :

CN-2x (N-2)=(N-1)(N-2)

Par symétrie il ne reste plus qu’a prémultiplier I’équation (obtenue
car Tw < 0)

Y R ™)+ AN @) =0 , par(N—2)
P#N
pour obtenir une équation dans laquelle dans le membre de gauche onn’a
que des fonctions du type A™ () et i droite — (N — 1) [Zw® + (N — 1) A].
Le membre de droite contient w®Y alors que le membre de gauche
ne le contient pas, d’otr une contradiction en modifiant w°™ dans un voisi-
nage qui conserve les inégalités (4).

Q.E.D.

B) Le mécanisme i pivot

Nous considérons le mécanisme d pivot qui correspond au choix
particulier suivant de la fonction 4'(.) dans la famille de mécanismes de
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Groves :
B H=—Zwt s Zwi=0
=0 i Euwi<0
La régle de transferts est alors, pourtouti = 1,...,N:
ti(w)=0 i Zwi>0 et Zwiz0
= Zw™ 8 Zwt0- et Tt <0
=—Zw ' s Zw<0 et Zuwi>0
=0 si Zwt<0 et Zuwi<D

Notons que le mécanisme conduit a des transferts qui sont toujours
négatifs, de sorte qu'on fait toujours face a un excédent a redistribuer.
Les agents qui payent la taxe sont ceux dont la réponse change le signe de
I’agrégat — ces agents sont des pivots. Ils paient le montant du dommage
qu’ils imposent aux autres participants par leur réponse. Ce mécanisme est
I"analogue, dans le cas des biens publics, du mécanisme d’enchéres proposé
par Vickrey [1961], dans lequel I’objet de I’enchére revient a I'agent qui a
proposé le montant le plus élevé 4 un prix égal 4 la deuxiéme enchére.
Clarke [1971] avait proposé ce mécanisme dans le cas des biens publics
indépendamment de Groves.

C) Approche statistique

Nous considérons les dispositions a payer des agents comme les
résultats de tirages successifs indépendants dans une population donnée
représentée par une distribution de probabilité absolument continue
F(.). Nous pouvons calculer ainsi la somme espérée des taxes levées par
le mécanisme a pivot pour un projet quelconque. Si le mécanisme est
utilisé pour évaluer de nombreux projets publics potentiels, nous serons
satisfaits si la somme espérée est négligeable.

Soit F(.) la distribution de la disposition 4 payer d’un agent et
1zL (.) la distribution de la somme x des N — 1 autres agents. D’aprés
la définition du mécanisme 4 pivot, I'agent est un pivot

si x| < |y
et v<0<x
ou x<0<vu
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L’agent qui est un pivot doit payer |x]|.
La somme espérée des paiements est donc :

Ey =N [ dF@) x| dF,,_, (x)

x| |x1<lplet xu<o0}

Tout d’abord nous démontrons de fagon générale que la somme
espérée des impots croit seulement comme la racine carrée de la taille de la
population quand la moyenne de la distribution est nulle et converge vers
zéro lorsque le nombre d’agents croit quand la moyenne de la distribution
est non nulle. Ensuite nous examinons un cas particulier pour acquérir
quelgue intuition sur la vitesse de convergence.

Théoreme 8 : Si la fonction de répartition F(.) est absolument continue,
et 4 densité continue, si la variance de F(.) est bornée et normalisée 4 un

— et si, de plus, la densité f(.) est 4 mode unique égal i zéro
E 1
lim —A==

=9
SO By el

— et si, de plus, (Q.Zn.x.z (x) converge uniformément vers zéro
quand N tend vers I'infini pour u # 0

<p_.,mm3 anzuo quand u#0

Démonstration : Considérons tout d’abord le cas u = 0.

Nous voulons évaluer la limite quand N tend vers I'infini de :

— oa
%mz H/\ﬂh dF(v) [ x| n.w....zt_ (x)

{x/IxI<wletxw<o}

Soit y = % et G,,_, (.) la fonction de répartition de .

D’aprés le théoréme de Lindeberg-Lévy, G , (.) converge en tout
point vers la fonction de répartition normale qui est absolument continue.
Par conséquent, la densité g, , (1) converge presque partout vers la densité
de la loi normale. Remarquons que le maximum de g, , () est toujours 0.
Puisqu’au point 0, g, _, (») tend vers 1A/2m, la suite des fonctions g, , (.)
est uniformément bornée par une constante A.
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E ] . +ca a
,\Wu,\ﬁhha&\c *fa W dx - VN [T r@dv [ xfy () dx
Puisque : X
q v' < Alf@) x|
N-1
et:

h:&& h-ﬁ& - hs f(v) dv h (=x)dx = \,w %2& dv =

rd | —

D’aprés le théoréme de Lebesgue :

oNEn o Tl x
mﬁiﬂ\lﬁfﬁ f(w) dv .h H:_,Hudsz Aﬁ dx +

.\c.,,sﬁa dv .\.M (-x)limgy_, A1|a||_v& e

Considérons maintenant le cas p %+ 0 :

N*Ey =N [° fo)dv [ xfu (0 ax N [T @),
— oo 0 0

4]
.\“ X fy_y (X)dx

v
D’aprés I'hypotheése une application du théoréme de Lebesgue nous
donne le resultat.
Q.E.D.

Supposons que les v; sont distribués de facon indépendante selon
une loi normale de moyenne zéro et de variance unité. Dans ce cas :

I

0 A—n
Ey =2N [ dF@) | xR 0

H 2 .\é méﬁﬁ. %.\fckmlu:ﬂzlv QH
A/ N—-1 v-= 0

. Ny N=I .\o PO (1 — nne,n__,ﬁzLJ i
g — o0
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Par conséquent, les paiements espérés par téte décroissent comme
pour N grand.

1

D) Mécanisme presque satisfaisant avec un budget de I'Etat équilibré

Le résultat précédent est intéressant et peut justifier I'approche
d’équilibre partiel utilisée si 'on est prét a considérer que la taxe par
téte est si petite en général que les agents n’en tiennent pas compte. On
peut ne pas étre complétement satisfait par un tel résultat dans la mesure
notamment ol la force de I'incitation décroit avec la taille de 'économie.

Aussi, la question suivante surgit-elle : supposons que 'on redistribue
les taxes percues par le mécanisme et que les agents aient conscience
de cette redistribution. Est-ce que les agents ont encore intérét a dire
la vérité ? :

Pour répondre a cette question, il faut préciser la redistribution
envisagée, ici une redistribution égale, ainsi que les anticipations des
agents concernant les dispositions a4 payer des autres agents. Ici nous
supposons que chaque agent croit que les évaluations des autres sont
issues indépendamment d’une population dont la fonction de répartition
est F(.). Le résultat de cette section est que, dans ce cadre, la réponse
optimale de I'agent approche la vérité lorsque I’économie croit. De plus,
la probabilité qu'une bonne décision soit prise tend vers 1 quand le nombre

d’agents tend vers I'infini.

Théoréme 9 : Sila fonction de répartition F(.) est absolument continue
et a variance bornée et la densité f(.) est a mode unique (zéro) et symé-

trique autour de zéro, et si lim /N fy(x) converge uniformément vers
N—+ oo

une constante, la réponse de I'agent converge vers la vérité lorsque le
nombre d’agents tend vers 'infini.

VBTN
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Démonstration : Exprimons tout d’abord 1’espérance mathématique de
I"utilité d’un agent qui donne une réponse w (= 0 sans perte de généralité).
Il'y a N agents et x dénote la somme des N — 1 autres.

L’utilité espérée du projet lui-méme est :
(8) " vdF
H " vdFy , ()

La taxe qui lui est imposée est :
9) ® xaF x
I )

car pour w > 0 I'agent est un pivot si et seulementsi —w < x < 0.

Cependant, d’aprés le processus de redistribution des taxes choisi
1/N'¥™® de sa propre taxe lui est reversé de sorte que sa taxe nette est :

N-—1 0
(10) e H&mz-

R dlie (%)

Enfin, il lui est reversé 1/N"*™ des taxes de tous les autres agents.

Considérons un agent pivot typique différent de I'agent étudié ;
Xx désigne maintenant la somme des réponses des N — 2 autres agents.
La taxe espérée pour cet agent est alors :
—w

an [ ar, e [ (w+x)dF@) — [ dF,_,(x)
N-2 S N—2

—-w

[ w+x aF@)

le premier terme correspondant au cas de I’agent pivot fait réaliser le projet
et le deuxiéme terme au cas ol I'agent fait échouer le projet.

L’espérance de gain de I’agent étudié est alors :

—

(N—-1) i —w-—x —w
(12) — ﬁ [ aF G [Tt x) dF@ - [T dFy 00

.\.s (0 + REENL

— T —

L’espérance de gain total est, pour une réponse w = 0 :

Q,T:k.o (N-1)

13 [ vaF,_ (x)+ ydFo )4

—w N —w

A= —x

VLR R

(w+x)dF@) — [

—uoo

dFy_,(x)

N-2

.\.._“L (o + ,«EENL
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Nous savons que la fonction (8) + (9), qui correspond au mécanisme
originel, est maximée pour w = v par la propriété de stratégie dominante
unique.

1 0
le terme supplémentaire — l.\ xdFy ,(x), qui correspond
N v—w ny

i la diminution de sa propre taxe, est symétrique autour de zéro ou il
réalise son minimum et est monotone de part et d’autre de zéro. Par
conséquent, le maximum de (8) + (10) est atteint en un point v* qui a
le méme signe que v et est plus grand en valeur absolue. De fait :

N
v* = ﬂ v clest-i-dire v* est borné VN.

Considérons maintenant (12). Posons les changements de variables
suivants :
u = x + w dans la premiére intégrale et

v = —x —w dans la deuxiéme intégrale.

Nous obtenons :

g ;.
{ .\o \.Z NAR - w)uF (—u)du + «\c .%Zlu (—v—w)v[l — F(w)]dv

Puisque f(.) et fy,_, (.) sont symétriques autour de z€ro :
m.ﬁl‘; =1 —F(u)
Fgin (—v—w)= h,Tu (v + w)

D’ou :

N=1[ p=
— | [ fualu—w)ul —Fadu +

hs fuy (0 + e[l = F@)] &

11 est clair dés lors que cette fonction de w est symétrique autour de zéro.

Si le mode est unique et en zéro, cette fonction est décroissante sur
sa branche positive et croissante sur sa branche négative ; elle prend son
maximum en zéro, de sorte que le maximum de (8) + (10) + (11) appar-
tient 4 l'intérieur de I'intervalle [0, v*] et est donc caractérisé par un
zéro de la dérivée de (8) + (10) + (11).

Considérons maintenant cette dérivée égale, aprés quelques mani-
pulations, a :
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N-1
(14) dhn G = . £ )
N1 e A—1—x N—1 p—w
— Jo. @ [T dF@) - e e e
N-1 ptem d R
T ) (w +x)f(—w—x)dF; ,(x) =0

Considérons tout d’abord le dernier terme de (14):

(N-—1 =
il { .\.lwa (w + %) f(—w—x)dF,_,(x) =

= z — — i ] ¥ i 5

P (w+ x) fy_,(x)dF (—w—x)

Nous sommes intéressés a calculer :

N N—1 pt= . .
(15)lim VR .~ [ w0 f, @ (- w—x) = imVNgy w)
N_1 e
= lim —— [*" w+x) VN fy_, () dE (w—x)

= tim [ w+0VNfy_, (X dF(—w—x) u\H ® .ﬁa

Moo YV o

Oo:mamqon:oﬁa.muo& ,\. ﬁnm,moﬂconm_oo:m:mmam:;ménmw_m
0

w + x = u ; on obtient : (par symétrie de f(.)) :

.\.a :(\ﬂhzim (u—w) f(u)du

o

Or _:/\Z\zlp (u — w) f(u)| < 2 Kuf(u) puisque VN[, , (u— w)
est uniformément borné par K ; uf(u) est intégrable sur [O o[ car f(.)
a une variance finie. Par le théoréme de Lebesgue

[ uvNf - w) fydu =K [ ufu)du
0
En traitant de facon analogue le cas u < 0, on obtient finalement :

lm /\ﬂwz (w) =20

N—+o=
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Par conséquent, VN g (w) converge uniformément vers zéro dans
I'intervalle [0, v*]} quand N tend vers I'infini.

Considérons les termes 3 et 4 de (14) que I'on a écrit :

2|_ +s .l?k a-g_
xz gu%ﬁp dF, 0 [ dF(@y- f- ﬁ:uf@.@

o oo
Eﬁ flcw—x)fy ,(x)dx—f, ,(— :L

hw)y=——7-| J_.

TR H,,squ — Sy~ w)] dF (—w —x)

Puisque V'N [f_, (x) — fy_, (— w)] est uniformément borné, on peut
de nouveau appliquer le théoréme de Lebesgue :

im VN& ) = [ limVN[fy_, (x) —fiy_, (Cw)ldF(-w—-x) =0

N—+ea i

© Puisque V'N Al (w) converge uniformément vers 0 sur [0, v*], et que
VNhy 0)=0,vNhy (w) converge uniformément vers zéro sur [0, v*],

(14) peut étre récrit comme :

|_
szz L xz-_Tsv.;zE:szVuo

Multipliant par VN :

zL
Tq|zi¢_ ,\ﬂszTELl\ﬂazg+/\ﬂmz§vuo

Nous obtenons d’aprés les résultats ci-dessus que w tend vers la vérité v

Q.E.D.

Ainsi, le mécanisme avec redistribution égale du surplus induit
asymptotiquement la révélation de la vérité

D’aprés la démonstration du théoréme précédent, nous savons que la
réponse optimale wy (v') de 'agent i lorsque Péchantillon est de taille N
est telle que : :

a) wy () est une fonction intégrable de v°.

b) wy (vF) tend vers v quand N tend vers linfini, pour tout v’

¢) lwy (v) — 0| < |vf|
d) wy (v) = — wy (- v).
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Pour démontrer que le mécanisme est asymptotiquement heureux, il
suffit de montrer que :
N
_ (16) Pr| X vV>0 et 2 w,(@)<0
Y i=1 i=1
tend vers zéro quand N — o=, Ainsi la probabilité de prendre une mauvaise
décision tend vers zéro quand N —+ oo,
Théoréme 10 : Sous les hypothéses du théoréme 9, la probabilité que
T le mécanisme soit heureux tend vers 1 quand le nombre d’agents tend vers
I'infini.
Démonstration : Notons tout d’abord que (16) est équivalent a

N N
¥ > wy (v9)
A7) Pr|===>0 et = <0|—>0 quand N—oo

VN N

Notons : Un = TR
N

m
I

~
m

o

Xn

Il
—
=
Z
)
=
e

Soit X = [X! , X?] le vecteur aléatoire normal de moyenne O et de

matrice des variances et covariances [ ¢ o2
O.M n_.u

D’aprés le théoréme de Varadarajan nous aurons montré que X tend
en loi vers X si nous montrons que pour tout

M, .N)eRxR, N u, +N ¢ tendvers A G i W G
¢'est-a-dire vers la loi normale de moyenne 0 et de variance Qf + yn s

Soit af, =\, ui + N, e et soit F} ladistribution de probabilité de
al. Soit enfin

nzuy_ :z+ynmz
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Pour démontrer ce point, nous utilisons le théoréme de Lindeberg-Feller.

Soit 02 = lim Vara, : le théoréme spécifie que si
o ,

N =3
o2 >0 etsi Vu, >0, .\ u* dF, >0
=1 >y
quand N = oo, alors a,, tend vers la loi normale de moyenne zéro et de

variance 02

N

Il nous reste donc & montrer que 02, = (A, + },)* o® et que la condi-
tion de Lindeberg-Feller est satisfaite.

Soit : ey (v =wy (v) — vl

Notons d’abord que Ee, (%) = 0, puisque la distribution de v’ est symé-
trique et que wy (v') = — wy (= v*).

. _ . _.
br ”ng~ +?ch +.?n QZAC )]

; 1 : 3
o = ﬂ_g_ +2,02 6 + 2N, (\, +2,) Eviey () + 1] Eey (v')]

A JoNe :
Soit : 0% = W.I,- gl = @ FAD o FIN R F ynVﬂ Y, Evfe, (v')
=1 i=1
I .
+ A2 = wu._u Eey (v7)
] E ; . : .
Mais : X Evieg (v) = Eviey (v))
i=1
+s . s . +ﬂ° Y -
= ,\. vl ey (V) f(v7) dv' = \, Y () dv!
avec : Wy (v))] < vi? f(v?) intégrable, par c)

¥, () >0 ;N> vu! parb)
Donc, par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue :
Eviey(v/)> 0 quand N-—>ee

De la méme fagon :

N
M. Ee, ' = Eey, (v’ =0 quand N—=>
i=1

Z |~
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Par conséquent : or >, TN @
Considérons maintenant la condition de Lindeberg-Feller :
- . A vt A w (0D )
1 2arl = [ D el
_:_wtc YA N
ot A= i +2)0f+ N, e (W) V(ﬂ:aw

Cette intégrale est en fait indépendante de 7 :
hvf vl + Vm Wy (vi))? M yw viz + VW Wy (vi)* + 20, [viwy ()]
< (A, + 21,)% v?® parc)

PR b T B B Ry
2 gt 1 2 i :
.\a., u*dFy M N ,\\“ vi® dF(vi)

Puisque .\,c.,u dF (v?) est fini, il suffit de montrer que R\A — R, quand
N — oo pour montrer que .h vit dF (v7) est arbitrairement petit (de plus
ce sera indépendamment de 7) :

R\ = {v/|\v + L uy@)| Suy N}
Mais |A; v+ A wy()| < (A, + 2X,) |v]

Vv, 3N, tel que pour N> N, |v| < e’ [ 4
e
Donc R\A = Ret :

€

Ve>0,aN* N>N*| [ vidF@@) <———
€ ! _,\>F (@) o, + 2,7

Dott Vu, , Ve > 0, IN* :¥N > N* implique

W / u* dFl,

i=1 lulZug

<€

Nous avons donc montré que Xy converge en loi vers X; par conséquent
Ve > 0,3 N, tel que N > N, implique

|Pr(uy Z0etey SO0l —Pr[X' = 0etX* =0]|<e

Puisque Pr [X' = 0 et X* = 0] = 0, nous avons le résultat.
Q.E.D.



ANNEXE MATHEMATIQUE

Nous donnons dans cette annexe un énoncé precis des principaux
théorémes mathématiques utilisés. Nous invitons le lecteur 4 se reporter
au chapitre 1 de la «Théorie de la Valeury, traduction francaise, chez
Dunod, de Debreu (1959) et a I'annexe mathématique, par J.C. Milleron,
des «Lecons de Théorie Microéconomique», Malinvaud (1969), s’il ren-
contre des concepts mathématiques qui ne lui sont pas familiers.

Théoréme du maximum (Berge (1966))

Si f(x, y) est une fonction numérique continue sur X x Y(!) et si
I'(.) est une correspondance continue de X dans Y telle que I'(x) # ¢
pour tout x :

1) M(x) = max {f(x,y)/y €(x)} est une fonction numérique
continue sur X ;

2) ®(x) = {y/y EN(x) et f(x, y)= M(x)} est une correspon-
dance semi-continue supérieurement (s.c.s.) de X dans Y.

Théoréme de Kakutani (Berge (1966))

Soit C un convexe compact non vide de R"; si I'() est une corres-
pondance s.c.s. de' C dans C, et si, pour tout x, ’ensemble I'(x) est convexe
non-vide, il existe un point x, dans C tel que : x, € I'(x,).

Théoréme de Knaster — Kuratowski — Mazurkiewicz (Berge (1966))

Soient F,, F,,..., F,,, des ensembles fermés recouvrant le n-
simplexe S, = [¢,,a,,...,a,,,] de sorte que, pour tout i, ensemble

F; contienne la face S)_, opposée a g; ; alors, I'intersection de tous les
F, est non vide.

(1) X et Y sont des espaces topologiques.
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Théoréme de Minkovski (Rockafellar (1970))

Soient A et B deux sous-ensembles convexes non vides de R" tels
que A NB = ¢. Alors, il existe un hyperplan qui sépare les ensembles
A et B, c’est-a-dire tel qu'il existe :

p#F0,peER”
tel que : px<py VxEA,VyeB

Théoréme de séparation (Rockafellar (1970))

Soit C un ensemble convexe de R” et soit D un sous-ensemble
convexe non vide de C (par exemple, un point). Pour qu’il existe un hyper-
plan non trivial supportant C et contenant D, il est nécessaire et suffisant
que D soit disjoint de I'intérieur relatif de C.

Théoréme de Kuhn et Tucker (Huard (1965))
Soient f(.) et ml.uu j=1,...,] des fonctions réelles dérivables.
Si une condition de régularité est satisfaite et si x° est un maximum de

f(x) sous les contraintes g,(x) =0,/ =1,..., J, il existe un vecteur (non
nul) A dont toutes les composantes sont positives ou nulles tel que :

J
(1) grad f(x°) + ¥ A grad g;(x0) = 0
j=1

uf, W%ﬁkcv =0

~
«J
S’
]
-

Les 3 ,j=1,...,]J sont les multiplicateurs de Kuhn et Tucker.
Si les fonctions f(.) et .m%.r j=1,...,J sont concaves, les conditions
de Kuhn et Tucker (1) (2) sont suffisantes.

Théoréme de convergence dominée de Lebesgue (Loéve (1963))

Soit (f,(.)) une suite de fonctions réelles définies sur X telles que
|f, ()| < g presque partout et ou g est intégrable,
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Si £,(x) = f(x)quand n - oo presque partout dans X, alors :

.\.x..ﬁ_ﬁvnklv h.ﬂ?&&&

quand n — o°

Théoréme central limite de Lindeberg — Levy (Rao (1965))

Soit {X,} une suite de variables aléatoires indépendantes, identi-
quement distribuées et telles que E[X,] = u et Var [X,] = 0% existent.
Alors, la fonction de répartition de

-

X — L 1
M\-_: = E avec xz = — x
a n

i

\

1

n

converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

Théoréme central limite de Lindeberg — Feller (Rao (1965))

Soit {X,} une suite de variables aléatoires indépendantes et soit
G, la fonction de répartition de X,. De plus g, = E(X,) et a? = Var

(X,)) # 0 existent. Soit

-JJ
V__ qu St .Eqv

a, : -
Alors lim max ——=0et Y, tend en loi vers la loi normale cen-
- 1Sisn n_z

trée réduite est équivalent & :

1 2
Yo 0, Im =Y o f (x — ) dG,(x) =0
n-e Gy {5 lx—usl>€Cy

Théoréme de Varadarajan (Rao (1965))

Soit F, la fonction de répartition d’une variable aléatoire de dimen-
sion k,(XW, ... XN, n=1,2,..., et soit F,, la fonction de répar-
tition de la fonction linéaire A, X + ... + A, X%*)_ Une condition néces-
saire et suffisante pour que F, converge en loi vers une fonction de répar-
tition F d’une variable de dimension k est que F,, converge vers une limite
pour tout A.
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Théoréme de Lions (Lions (1968)

On considére la fonction J(v) = .f (v) + .uu (v) et on suppose que les
fonctions u_.s ,i = 1,2, sont continues, convexes, que u_ (v) est diffeé-
rentiable et tend vers 'infini si [v| tend vers 'infini et que J(v) est stric-
tement convexe. Alors, I'unique élément u tel que inf J(v) = J(u) est
caractérisé par : :

h (W(w-uw)+J, @) -1, W=0 VY

On considére un jeu 4 n joueurs défini par sa fonction caractéristique
v(.) qui associe a toute coalition C I'ensemble des vecteurs d’utilité qu’elle
peut réaliser.

On dit qu’une famille de coalitions @ est équilibrée s’il existe une
fonction &(.), de @ dans R, telle que :

Y OAE=1 1, =1 R
cee
iE€C

SoitenfinmN= U C

ced

Théoréme de Scarf (Scarf (1967))

Si pour toute famille équilibrée de coalitions on a :

N v(C) C v(N)
cee

alors le coeur du jeu est non vide.
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droite réelle
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: ensemble vide
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: intérieur au sens topologique
front : frontiére au sens topologique

X\Y : ensemble des éléments de I’ensemble X qui ne sont pas dans I'en-
semble Y.

AX : cone asymptotique de l'ensemble X 4 l'origine, c'est-d-dire, cone
formé des directions non bornées de X.

GZ(.): graphe de la correspondance Z(.) de X dans Y, c’est-a-dire, I'en-
semble {(x, ¥)/x E X,y € Z(x)}

préféré a
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: application composée de f et de g définie par fog(x) = flg(x)]
E(.) : opérateur espérance mathématique

cov Awm, ﬁv : covariance des variables aléatoires wm et w
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