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Introduction

La Poste possede un observatoire du trafic postal francais qui lui permet, entre autres,
de s’adapter a la réalité du terrain et de développer de nouveaux produits. Cet observatoire
utilise une étude par sondage nommée SY CI 2 afin de recueillir des données comme le volume
et la nature du trafic postal, les délais d’acheminement, ou encore les flux géographiques et
économiques.

Actuellement, La Poste cherche a réduire la taille des échantillons prélevés pour SYCI
2, ce qui compromet la précision des estimateurs du trafic total. Mon objectif de these
consiste a comprendre et améliorer la méthodologie de SYCI 2 pour maintenir la précision
des estimateurs de La Poste malgré la réduction des tailles d’échantillons. Mes travaux de
recherche s’organisent en deux axes.

Le premier axe consiste a améliorer la méthodologie actuelle, basée sur I'utilisation d'une
Méthode Généralisée de Partage des Poids. Cette méthode, introduite par Deville and Laval-
lée (2006) puis développée dans Lavallée (2007), permet, sous certaines contraintes, d’obtenir
un estimateur du total, dit optimal, qui est le plus précis possible en terme de variance, quelle
que soit la variable d’intérét. Bien que de nombreux travaux existent sur ce sujet, tels que
Deville and Maumy-Bertrand (2006), De Vitiis et al. (2014), Kiesl (2016) et Haziza and
Beaumont (2017), la question de la précision de la MGPP n’est abordée que dans Deville
and Lavallée (2006) et Lavallée (2007), ou les auteurs montrent Iexistence d’estimateurs
MGPP optimaux dans quelques cas particuliers. Mes recherches visent a identifier des si-
tuations pour lesquelles un estimateur MGPP optimal existe et a proposer des alternatives
applicables par La Poste en utilisant les données auxiliaires récoltées dans le cadre de 1’étude
SYCI 2.

Le deuxieme axe porte sur l'utilisation des bases de données massives dont dispose La
Poste. Certaines informations sur les objets postaux (lettres, colis ...) triés par machines de tri
sont automatiquement récupérées. La Poste souhaite développer une nouvelle méthodologie
pour SYCI 2 qui prenne en compte ces données par Intégration Statistique de Données (ISD).
L7 ISD est un sujet récent mais bien étudié dans la littérature, comme en témoignent des

études telles que celles menées par Kim and Tam (2021), Kim et al. (2021) ainsi que les revues
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exhaustives des différentes méthodes d’ ISD réalisées par Beaumont (2020), Rao (2021), Kim
(2022), Wu (2022) et Yang and Kim (2020). L’ ISD consiste a utiliser, d'une part, une base
de données non probabiliste et d’autre part un échantillon probabiliste pour obtenir des
estimations de parametres sur la population d’intérét, ici les objets postaux. Cependant, les
méthodes étudiées dans la littérature requierent que les valeurs des variables d’intérét soient
connues pour tout individu contenu dans la base non probabiliste. Les données collectées par
machine de tri ne remplissent pas cette condition, car certaines variables d’intérét, comme
le poids et les dimensions d’un objet, ne sont pas récoltées par les machines. La Poste ne
peut donc pas utiliser ces méthodes. Le but de mes recherches, dans ce second axe, est de
proposer de nouvelles méthodes d’ ISD adaptées aux données de La Poste.

Le chapitre 1 présente en détail mon sujet de these et la problématique de La Poste. Je
commence par rappeler les bases de la théorie des sondages, nécessaires a la compréhension de
mes travaux. Une présentation détaillée de I’étude SYCI 2 et des données de La Poste permet
de mieux saisir les enjeux pour La Poste. Finalement, je résume les principales contributions
apportées dans ma these.

Les chapitres 2 et 3 détaillent mes travaux sur le premier axe de recherche. Dans le
chapitre 2, on trouve 'article Medous et al. (2023a), publié dans The Annals of Applied
Statistics. On définit des conditions d’existence pour l'estimateur MGPP optimal puis on
introduit le concept de MGPP double, qui est le cas particulier de MGPP (aussi appelée
MGPP simple) utilisé par La Poste. Ce cas particulier offre des avantages en termes de
faisabilité qui sont étudiés dans le chapitre 2.

La MGPP double méne cependant a une perte de précision comparée a la MGPP simple,
comme I’a expérimenté La Poste. L’existence d’estimateurs optimaux pour la MGPP double
est discutée dans le chapitre 3, qui fera 'objet d’un article que je compte soumettre prochai-
nement en tant que seule autrice. Je propose aussi dans ce travail des estimateurs alternatifs
pour les cas ou 'estimateur optimal ne peut étre utilisé.

Le chapitre 4 résume mes travaux sur le deuxiéme axe de recherche. Il contient I'article
Medous et al. (2023b), accepté dans Survey Methodology/Techniques d’Enquéte et qui porte
sur l'intégration statistique de données. On commence par étudier certaines méthodes de la
littérature pour ensuite proposer des méthodes adaptées aux données observées a La Poste.

Les différents travaux présentés dans ce mémoire ont donné lieu a des publications :

- E. Medous, C. Goga, A. Ruiz-Gazen, J.F. Beaumont, A. Dessertaine and P.Puech
(2023), Many-to-One indirect sampling with application to the French postal traffic
estimation,

The Annals of Applied Statistics, Institute of Mathematical Statistics, volume 17(1)
pages 838-859,



11

E. Medous, C. Goga, A. Ruiz-Gazen, J.F. Beaumont, A. Dessertaine and P.Puech
(2023), QR Prediction for Statistical Data Integration,
Survey Methodology/Techniques d’Enquéte, Statistique Canada, Numéro consacré au

11e Colloque International Francophone sur les Sondages, a paraitre,

et je les ai présentés lors des conférences suivantes :

Comparaison des sondages indirects simple et double. Application a ’estimation du
trafic postal en France.

- Computational and Methodological Statistics (CMStat), en ligne, 19-21 Decembre
2020,

- Journées de Statistique, Nice (en ligne), 7-11 Juin 2021 .

Pros and Cons of the Double Indirect Sampling for “Many to One” links.
Conference in Honour of Fred Smith €& Chris Skinner, Southampton, Angleterre (en
ligne), 7-9 Juillet 2021 .

Estimation du trafic postal en France : perte de précision diie a l'utilisation d’un
sondage indirect double.

Colloque francophone sur les sondages, Bruxelles, Belgique, 6-8 Octobre 2021.

Une approche par prédiction pour 'intégration de données.

Forum des Jeunes Mathématicien.nes, Besangon, 8-10 Décembre 2021.

Introduction a l'intégration de données en sondages.

Rencontre des Jeunes Statisticiens, Porquerolles, 3-7 Avril 2022.

Improving finite population inference by data integration & Statistical data integra-
tion using a prediction approach.

5th International Conference on Econometrics and Statistics, Kyoto, Japon (en ligne),
4-6 Juin 2022 (avec A. Ruiz-Gazen).

Optimality of the double Generalized Weight Share Method and alternatives.

- Collogue francophone sur les sondages, Aubervilliers, 21-24 mars 2023,

- Journées de Statistiques, Bruxelles, Belgique, 3-7 Juillet 2025.

ainsi qu’aux séminaires suivants :

Comparaison des sondages indirects simple et double. Application a ’estimation du
trafic postal en France.

Doctoral Workshop on Decision Mathematics and Statistics, Toulouse, 6 Juillet 2021.
Pros and Cons of the Double Indirect Sampling for “Many to One” links.

Seminar of the University of Jyvaskyld, Jyviskyld, Finlande (en ligne), 5 Novembre
2021.

Many-to-One indirect sampling with application to the French postal traffic estima-

tion.
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Séminaire MAD-Stat, Toulouse, 10 Mars 2022, (avec A. Ruiz-Gazen).
- A prediction approach for statistical data integration in survey sampling.
Doctoral Workshop on Decision Mathematics and Statistics, Toulouse, 16 Juin 2022.
- Optimality of the double Generalized Weight Share Method and alternatives.
Séminaire du Laboratoire de mathématiques de Besangon, 31 Janvier 2025.
Mes travaux portant sur le sondage indirect ont été récompensés par un prix lors de la
Student competition in association with the Conference in Honour of Fred Smith & Chris
Skinner, du 7 au 9 Juillet 2021.



Acronymes

DGWSM Double Generalized Weight Share Method.
EQM Erreur Quadratique Moyenne.

GWSM Generalized Weight Share Method.

HT Horvitz-Thompson.

ISD Intégration Statistique de Données.

MGPP Méthode Généralisée de Partage des Poids.
MtO Many-to-One.
MtO-MtO Many-to-One-Many-to-One.

RAO Référentiel des Adresses Organisées.
RRMSE Relative Root Mean Square Error.

SASSR Sondage Aléatoire Simple Sans Remise.

SDI Statistical Data Integration.

SOJ SOrties-Jours.

SRSWOR Simple Random Sampling Without Replacement.
SSRSWOR . Stratified Simple Random Sampling Without Replacement.
STASSR sondage STratifié Aléatoire Simple Sans Remise.

SYCI SYsteme de Collecte de I'Information.

TAE Traitement Automatisé de I’Enveloppe.
TpU Tous-pour-Un.
TpU-TpU Tous-pour-Un-Tous-pour-Un.

UP Unités Primaires.

US Unités Secondaires.
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Chapitre 1

Rappels de théorie des sondages,

contexte et contributions

1.1 Théorie des sondages

Dans cette section, on introduit les notions de théorie des sondages nécessaires a la com-
préhension de mes travaux de these. On rappelle les méthodes classiques d’échantillonnage
et d’estimation, ainsi que le concept d’asymptotique en théorie des sondage. On présente
ensuite le sondage indirect et la méthode généralisée de partage des poids (MGPP) sur
lesquels porte une grande partie de mes travaux. Pour plus de détails sur cette section, on
peut se référer aux ouvrages suivants : Hajek (1981), Sarndal et al. (1989), Ardilly (2006),
Lavallée (2007) et Tillé (2019).

1.1.1 Principes

On appelle population finie de taille NV, notée U, une collection de N individus possédant
un ensemble de caractéristiques appelées variables. On peut considérer par exemple la po-
pulation des chats frangais comme dans la figure 1.1 ou, plus communément, la population
des personnes habitant en France. Ces personnes forment une population finie de taille 68
042 591 (début 2023) et sont caractérisés par leur sexe, taille, ge, adresse...

On dit qu’une population U est cible si on souhaite connaltre certains parametres pour
cette population, comme le total ou la moyenne d’une certaine variable. On peut aussi
s'intéresser a des parametres plus complexes, comme la médiane d’une certaine variable ou
les covariances entre différentes variables. Le parametre étudié et les variables qui permettent
de le calculer sont dits d’intérét. Par exemple, on peut s’intéresser au pourcentage de femmes

vivant en France, a leur revenu médian ou au nombre total de chats de compagnie en France.
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FIGURE 1.1 — Population des (chats) francais.

La variable d’intérét est respectivement le sexe d’un individu, son revenu et le nombre de
chats résidant chez lui. Les variables qui ne sont pas d’intérét, comme le niveau d’étude ou
le type de logement, sont dites auxiliaires.

Soit 6, un parametre d’intérét qui est une fonction d’'une variable d’intérét y sur U. On
peut calculer la valeur de ce parametre si on observe tous les individus de la population. Cette
méthode, appelée recensement, est cotliteuse et complexe a mettre en place. Par exemple, pour
recenser les personnes habitant en France, il faut observer chacune des 68 042 591 personnes
composant la population et leur poser des questions, soit par téléphone, par mail, en face a
face... Cela nécessite donc une infrastructure conséquente.

Une autre méthode, appelée sondage, consiste a sélectionner, le plus souvent de maniere
aléatoire, un sous-groupe d’individus s, appelé échantillon, comme illustré dans la figure
1.2. Les parametres d’intérét sont ensuite estimés a partir des valeurs des variables d’intérét
observées pour les individus échantillonnés. On appelle méthode d’échantillonnage la fagon
dont est tiré I’échantillon. Différentes méthodes d’échantillonnage seront présentées en section
1.1.2.

Mettre en place un sondage comporte de nombreuses étapes. Il faut d’abord identifier les
objectifs de I’étude ainsi que la population et les parametres d’intérét. Ensuite, il faut identi-
fier les informations auxiliaires disponibles au niveau de la population d’intérét. Ces données
peuvent servir a décider la facon dont les individus seront sélectionnés dans 1’échantillon.

Les données récoltées au niveau de I’échantillon, parfois couplées avec les informations
auxiliaires disponibles au niveau de la population, vont permettre d’estimer les parametres
d’intérét. L’étape qui consiste a calculer ces estimateurs est appelée estimation et sera dé-
taillée en section 1.1.3.

Il existe d’autres étapes dans la mise en pratique d’un sondage, comme la rédaction du

questionnaire ou ’encodage des résultats. Cependant, mes travaux portant uniquement sur
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FIGURE 1.2 — Echantillon de (chats) francais.

les étapes d’échantillonnage et d’estimation, je ne m’attarderai pas sur les autres étapes dans

ce chapitre.

1.1.2 Echantillonnage

Dans cette section, ainsi que dans le reste du chapitre, on considere les variables d’intérét
comme non aléatoires.

Tirer un échantillon de maniere aléatoire nécessite d’identifier de maniere unique tous les
individus de la population. On appelle base de sondage la liste contenant tous les individus
de U identifiés de maniere unique, comme illustré dans la figure 1.3. La base de sondage
contient généralement des informations auxiliaires sur les individus de la population, comme
le lieu de naissance, le nom...

Soit S I'ensemble des échantillons possibles et #(S) la tribu borélienne engendrée par
S. La taille d'un échantillon s € S, notée n,, peut étre fixe ou variable. On appelle plan de
sondage p(-) une loi de probabilités sur (S, Z(S)) telle que p(s) est la probabilité d’échan-
tillonner s € S. Le plan de sondage consiste donc a attribuer une probabilité de tirage a
chaque échantillon s € S. Un plan de sondage est déterminé avant le tirage en utilisant les
données accessibles dans la base de sondage. Dans cette section, je présente les plans de
sondage classiques utilisés dans mes travaux.

Pour un individu k£ € U, on note [ l'indicatrice d’inclusion dans un échantillon de
Iindividu k € U, ou I = 1 si k est sélectionné et 0 sinon. Les indicatrices d’inclusion sont
aléatoires et un échantillon est composé de tous les individus k& € U dont la valeur de [, vaut
1.

On appelle probabilité d’inclusion de premier ordre de l'individu k € U, notée mg, la

probabilité que l'individu k soit sélectionné dans un échantillon et probabilité d’inclusion
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FIGURE 1.3 — Base de sondage des (chats) frangais.

de second ordre du couple k, k' € U, notée s, la probabilité que k et k' soit sélectionnés
dans un échantillon. Soit E[-] 'espérance sous le plan de sondage p(-). On a m, = E[I;] et
Tk = E[IxIy], ce qui implique que mgy = E[IIx] = E[Ix] = 7. La covariance entre Iy et I

est donnée par :
COV(Ik, ]k:’) = E(]kfk/) - E(Ik)E(Ik/) = Tk — TETE/, k?, k?/ eU.

Les probabilités d’inclusion de premier et second ordre permettent de construire un es-
timateur de 6, et de déterminer sa précision, ce qui sera détaillé dans la section 1.1.3. Les

valeurs de 7, et m, k, k' € U, seront données pour chaque plan présenté dans cette section.

Sondage Aléatoire Simple Sans Remise

Le Sondage Aléatoire Simple Sans Remise (SASSR) est un plan tres simple a mettre en
oeuvre qui permet de tirer des échantillons sans remise d’'une taille donnée n. Le SASSR
consiste a attribuer la méme probabilité d’étre tiré a chaque échantillon sans remise s de
taille n et une probabilité nulle aux autres échantillons. Comme il existe (JZ ) échantillons
sans remise de taille n dans U, la probabilité de tirage d’un échantillon s est p(s) =1/ (Z)
On peut alors calculer la probabilité que I'individu k soit sélectionné dans un échantillon,

qui est le ratio entre le nombre d’échantillons contenant k et le nombre total d’échantillons
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possibles :

On peut dériver de maniere similaire la probabilité d’inclusion de second ordre :

N-2
() _ ot =) k#K eU.

Tk = () T N1

n

Avec un SASSR, les probabilités d’inclusion de premier ordre sont identiques pour tous

les individus £ € U. On dit que c¢’est un plan de sondage a probabilités égales.

ﬁ)ﬂ/ﬂ

T=2/7

FIGURE 1.4 — Echantillons tirés via SASSR.

Par exemple, dans la figure 1.4, on a une population composée de 7 chats francais et on
veut tirer un échantillon sans remise de taille 2 dans cette population. Il existe 21 échantillons
de taille 2, donc la probabilité de tirer un de ces échantillons est 1/21. De 14, on calcule la
probabilité d’observer un chat frangais dans cette population, qui est de 2/7 pour tous les

chats.

Plan de Poisson

Le plan de Poisson permet de tirer des échantillons sans remise tels que les indicatrices
d’inclusion soient indépendantes.

On fixe la probabilité d’inclusion du premier ordre 7 pour chaque individu k£ € U grace
aux informations disponibles dans la base de sondage et on sélectionne de facon indépendante
et sans remise les individus avec les probabilités prédéfinies m,...,mn. Si les probabilités
T, k € U sont choisies fixes égales a m, le plan est dit de Bernoulli.

Pour un plan de Poisson, les indicatrices d’inclusion I pour k£ € U suivent une loi

de Bernoulli de parametre 7 et elles sont indépendantes. La taille ng; de I’échantillon est
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donc aléatoire. Si les probabilités m; sont égales a 7, alors la taille de 1’échantillon suit une
binomiale de parametres N et 7.
L’indépendance des indicatrices d’inclusion implique que pour tout k, k' # k € U, mpp =

T et que la covariance entre deux indicatrices I et I avec k # k' est nulle.

/

™7

¥,

FIGURE 1.5 — Echantillons tirés via plan de Poisson.

Dans la figure 1.5, on fixe les probabilités 7 pour chaque chat francgais. Trois échantillons
possibles avec un plan de Poisson sont présentés en rouge. L'un est de taille 1, le deuxieme

de taille 2 et le troisieme de taille 3.

Plan stratifié

Si la base de sondage contient suffisamment d’information sur les individus de U, il est
possible de partitionner U dans des sous-populations disjointes U, h =1,..., H avec U =
UL U,,. Ces sous-populations s’appellent des strates. Un plan de sondage stratifié consiste
a tirer de maniere indépendante un échantillon s, dans chaque strate Up,, h = 1,..., H.
L’échantillon final est donné par s = U s;. Si le tirage au sein de chaque strate s’effectue
avec un SASSR, alors le plan est appelé sondage STratifié Aléatoire Simple Sans Remise
(STASSR).

Ce type d’échantillonnage est utile si on souhaite par exemple effectuer des estimations
pour certaines sous-populations correspondant aux strates. Par exemple, si on souhaite
connaitre le pourcentage de propriétaires de chat dans chaque région francaise. Il permet
aussi d’améliorer dans certaines situations la précision des estimateurs de 6, ce qui sera
détaillé en section 1.1.3.

Soit I'ensemble de strates Uy, h = 1,..., H de taille respective N} correspondant a la
partition de U. Pour un STASSR ou I’échantillon s; dans la strate U,, h = 1... H, est de
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Te=1/2 Tk=1/3

NGRS

FIGURE 1.6 — Echantillon tiré via STASSR.

taille ny, la probabilité d’inclusion de premier ordre pour un individu k£ € U est :

n
szﬁhsikeUh.
h

La probabilité d’inclusion de second ordre pour deux individus k, &' # k € U est :

np(np—1) .
m S1 k', k/ S Uh,

L e sikeUyetk'eUy, h#N.

Ny, Ny

Tkl —

Dans la figure 1.6, la population de 7 chats francais est décomposée en trois strates Uq,
U, et Us de taille respective 2, 3 et 2. Dans chaque strate on tire un échantillon de taille 1
par SASSR. Les probabilités d’inclusion de premier ordre sont donc 1/2 pour les individus

appartenant aux strates 1 et 3, et 1/3 pour ceux appartenant a la strate 2.

Plan a deux degrés

Le plan SASSR, de Poisson ou les plans stratifiés, nécessitent d’avoir une base de sondage
des individus. Quand cette base de sondage est difficile a obtenir, on peut faire appel aux
plans a plusieurs degrés. Nous allons dans la suite décrire le plan a deux degrés.

La population U est découpée en Ny sous groupes U;, i € {1,..., N} de taille respective
N;, appelés Unités Primaires (UP). Les individus k € Uy, i € {1, ..., N/} sont appelés Unités
Secondaires (US).

Le plan a deux degrés consiste a tirer un échantillon s; d’'UP avec les informations
disponibles dans la base de sondage des UP. Pour chaque UP U; contenue dans sy, on récolte
suffisamment d’information pour former une base de sondage adéquate pour U;. Cette base

de sondage permet de tirer un échantillon d’US s; au sein de 'UP U;. L’échantillon final s



22 CHAPITRE 1. RAPPELS ET CONTEXTE

est composé de tous les individus contenus dans les échantillons s;, i € 57, s = Ujeg, S;-

Pour tout 4,7 € {1,..., N;}, on note my; la probabilité d’inclusion de I'UP U; et mp; la
probabilité d’inclusion des UP U; et U; dans un échantillon d’UP. Soient k£ et k' deux US
contenues respectivement dans les UP U; et Uy. On note myry); et Trpgrr)s, les probabilités
conditionnelles d’inclusion dans s de, respectivement, I’'US k € U; et les deux US k € U,,
k' € Uy sachant que les UP U; et Uy appartiennent a ’échantillon s;. Si ¢ = 4/, on note
TITkK |ii = TITkK'|i-

On note S; 'ensemble des échantillons d’UP possibles et p(s;) la probabilité de tirer
I’échantillon s;. La probabilité d’inclusion dans I’échantillon final s de premier ordre pour

un individu k € U est égale a :

T = Z p(S[)W]]k|i si k e U,.
SJEST
U,Esy

La probabilité d’inclusion dans 1’échantillon final s de second ordre pour deux individus
k,k' € U est égale a :

ﬂ-kk’ = Z p(SI)ﬂ-IIkk'H,Z‘/ Si k G Ui7 kl E Ui/.

srEST
Ui, Uy sy
Pour un plan a deux degrés défini de fagon générale comme ci-dessus, le calcul des proba-
bilités d’inclusion des individus k € U peut s’avérer assez complexe. C’est pour cette raison
que I'on suppose en général les conditions supplémentaires suivantes :
— le tirage des unités secondaires est effectué indépendamment au sein de chaque UP
(indépendance),
— le plan de sondage utilisé pour tirer les unités secondaires ne dépend pas de 1’échan-
tillon s; tiré au premier degré (invariance).
Sous ces conditions, les probabilités d’inclusion des individus & € U dans 1’échantillon final s

se simplifient. La probabilité d’inclusion de premier ordre pour un individu k£ € U devient :

T = Z p(SI)WUk\z‘ = TIIk|i Z P(SI) = Tyrk|iTri S ke U,
S[ES] SIESI
U;Esy U;Esy
car 7yyp); ne dépend pas de sy par invariance. La probabilité d’inclusion de second ordre pour

deux individus k, k' € U devient :
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FIGURE 1.7 — Echantillons tirés via un plan a deux degrés avec SASSR a chaque degré.

— Si¢ =14, alors par invariance, m; ne dépend pas de sy :
) ) |

. /
Tiw = P(SD Ty = Ty Y, P(S1) = Trnwmn si kK € U,
sIGSI S[GSI
U;Esr U;esy
— si i # 7', alors par indépendance 7 )i = Trik Ty et par invariance, mrry; et

Trrw| ne dépendent pas de sy, alors pour tout k € U;, k' € Uy, :

Tk = Z p(SI)WHk|z‘7THk'|i' = TI1k|iT Ik |3 Z p(SI) = TIrk|iT Ik |3 T T34’ -
SIEST SIEST
Ui7Ui/€S[ Ui,Ui/ES[

Soit un plan a deux degrés avec SASSR a chaque degré, avec n; le nombre d’UP échan-
tillonnées au premier degré et n; le nombre d’US échantillonnées au deuxiéme degré au sein
de 'UP U;, ¢ € {1,...,N;}. Alors les probabilités d’inclusion de premier et second ordre
pour les UP sont données par :

nr nr (n I — 1)

Ty = 7 TIig!

= —— L i #4 1,...,N;H
NI NI(NI_l)’Z’Z 7&26{ ) ) I}

Les probabilités conditionnelles d’inclusion de premier et second ordre pour les US sont

données par :

TIIk|i = E; TIIkK'|i = m

T Ny

N; Ny

, ]{3, K 7£ ke U; et TIIkK i) = sike Ui, = Ui/,i # i
Considérons maintenant 1’exemple de la figure 1.7. La population est découpée en trois
UP de taille 2 pour Uy et Us et 3 pour Us. Les chats francais constituent les US. Un SASSR est

utilisé a chaque degré, avec une UP échantillonnée au premier degré et une US échantillonnée
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par UP de s;. La probabilité d’observer une UP est donc de 1/3 pour toutes les UP. Dans
notre exemple, 'UP Us; est échantillonnée. Au sein de Us, la probabilité d’observer un chat est
de 1/3 pour chaque chat. La probabilité d’inclusion de premier ordre du chat échantillonné
dans s, est donc 1/9.

1.1.3 Estimation

Soit T, = > yk le total de la variable d’intérét y sur U. Seuls des estimateurs T, du

keU
total T, sont détaillés dans cette section. Ce choix est motivé par deux points : d’une part,

les parametres d’intérét a La Poste sont des totaux, et d’autre part, les estimateurs de la

moyenne Y = T, /N se calculent facilement & partir de Ty si NV est connue :
Y =1,/N.

L’objectif d'un sondage est de trouver une bonne stratégie, c’est a dire plan de sondage
et estimateur, pour estimer un parametre d’intérét, le total dans notre cas. Soit Ty(s) la
valeur prise par estimateur sur Péchantillon s € S. On désigne par E[T,] = 3 ,cq p(s)T}(s)
Iespérance sous le plan d’un estimateur T y- La qualité d'un estimateur est généralement

mesurée par son biais
Biais(T},) = E[T}] — T},

sa variance
Var(Ty) = E[<Ty - E[Ty})ﬂ

et I'Erreur Quadratique Moyenne (EQM) qui en découle
E((T, — T,)% = Var(T,) + Biais*(7},).

La précision d'un estimateur est donnée par sa variance. Si la variance de l’estimateur Ty
est faible sous le plan de sondage p(-) utilisé, alors cette stratégie d’échantillonnage sera
performante.

Dans cette section je présente les estimateurs les plus courants, qui sont nécessaires a la

compréhension de mes travaux.

Estimateur de Horvitz-Thompson

L’estimateur par expansion, ou estimateur de Horvitz-Thompson (HT) du total T} est

I'estimateur le plus simple, introduit par Narain (1951) et Horvitz and Thompson (1952).
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FI1GURE 1.8 — Expansion d'un individu.

Cet estimateur ne nécessite que la connaissance des probabilités d’inclusion d’ordre un, 7y,
kel.

Soit un individu & € U, avec une probabilité 7, # 0 d’étre sélectionné. Cet individu
peut étre vu comme le représentant de 1/m individus de la population. On appelle poids de
sondage, noté di, la valeur 1/m; pour k € U. Dans la figure 1.8, le chat sélectionné a une
probabilité d’inclusion de 1/2, il représente donc 2 individus de la population qui ont des
tailles similaires; lui méme et le chat indiqué par la fleche.

L’estimateur de HT étend les observations obtenues pour ’échantillon a ’ensemble de la
population, comme montré dans la figure 1.9, en multipliant les valeurs y; observées pour

les individus k& € s par leur poids de sondage d.

FI1GURE 1.9 — Expansion de 1’échantillon.

L’estimateur de HT d’un total T}, = >",cpy yr est

THT,y = deyk- (1-1)

kes
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Comme 1’échantillon s est I’ensemble des indicatrices d’inclusion I, k € U, telles que I = 1,

I’estimateur de H'T' peut se réécrire

Tury =Y Indry.
keU
Si . # 0 pour tout k& € U, 'estimateur de HT est sans biais. Comme seules les indicatrices

d’inclusion sont aléatoires, on a :

ETur,) = B[ L) = Y. EllL)diye = . mudiye = > e = T
ket ket keU keU

Sa variance est donnée par :

Var(THTy) = VaI‘(Z ]kdkyk) = Z Z COV([k, Ik/)dkdk/ykyk/

keU keU k'eU
Z Tk — TET
T T

(1.2)
YeYr' -

keU k'eU

La variance étant une somme double sur la population, elle ne peut pas étre connue a partir

de I’échantillon. On ne connait donc pas la vraie précision d’un estimateur et il faut I’estimer.

Il existe plusieurs estimateurs pour la variance de I'estimateur de HT, mais le plus simple

consiste a utiliser un estimateur par expansion :

PN 1 7y — T
Var(THT,y) = Z Z bl L YrYr! - (13)

kesk'es kK TETk

Cet estimateur de la variance est sans biais si m, % 0 pour tout k, k' € U.
Les résultats présentés ci dessus sont valables quelque soit le plan de sondage. Cependant
elles se simplifient si un SASSR est utilisé, soit directement, soit dans un plan stratifié ou a

deux degrés.

Plan SASSR

Si un SASSR de taille n est utilisé pour tirer ’échantillon, on a :

N N 3
745 = > Vo= vy,

kes

ou y est la moyenne de y dans 1’échantillon. Sa variance est donnée par :

. n\ S
Var(Fis) = N (1- ) 22,
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ol 5’5 =(N-1)"! > (ke — Y)2. Cette variance est estimée sans biais par :
keU

Var(fiis) = N (1- 1)

3 R

Y

ou sl =(n—1)""> (y—9)°

kes

Plan STASSR

Soit une décomposition de U en H strates de taille Ny, h = 1,..., H. On note T}, =

Z yr le total de y sur la strate Uy. Si un STASSR de taille n avec H échantillons s; de
keUp
taille n,, h =1,..., H, telles que n = S/, ny,, est utilisé, alors I'estimateur de HT du total

T, est la somme des estimateurs des totaux Ty, :

HTy 5?%}1 = Z > 7yk = Z Nyyn,
-1

h=1 k‘Esh

TSAS on est estimateur SASSR du total Ty, et g, est la moyenne de y dans ’échantillon

sp. Grace a 'indépendance du tirage entre les strates, sa variance est donnée par :

H 52
Var( ngy ZVar flfp“zh Z < N ) “vh
h

ou S;h = (Ny=1)"" 3 (ys—Y3)? et Y3 est la moyenne de y dans la strate Uy. Cette variance
keUy,
est estimée sans biais par :

H 2
Var TST Var TSAS \ — N2 (1 — nh) Lh7
HTy Z HT, yh hz::l h Nh n,
ot sty = (np — 1)1 > (g — ).
kesy
Il est possible de décomposer Sj comme suit :
2 1 & 1 2 2
Sy = mhz::l(Nh_ 1)Syh+N7h§:1Nh Yh_ ) Syzntra+Sy,inter7

avec 2. 0 = (1/(N = 1)) X4, (N, — 1) 52, mesurant la variabilité au sein des strates (intra-
strates) de la variable y, 2, .. = (1/(N — 1)) X3L; N (Y, —Y)? mesurant la variabilité entre

les strates (inter-strates) des moyennes Yj,, h=1,..., H et (N — 1)S2 mesurant la variabilité
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de y sur la population U. La variance de Tgéi dépend de (N — 1)5’5 et celle de Tgipr dépend
de 55 intra-

Sauf cas particuliers, il n’existe pas de propriété générale assurant un gain de précision
du STASSR par rapport au SASSR quand un estimateur de H'T' est utilisé. Toutefois, le plan
de sondage stratifié peut permettre un gain de précision par rapport au plan SASSR si la

variabilité intra-strates est faible par rapport a la variabilité inter-strates.

Plan a deux degrés avec SASSR a chaque degré

Soit une décomposition de U en UP U;, ¢ € {1,..., N;}. On note Tj; le total et Y; = Tyi/N;
la moyenne de y dans 'UP U;, i € {1,..., N;}. Si un plan a deux degrés avec SASSR de
taille n; au premier degré et SASSR de taille n;, i € {1,..., N} au second degré est utilisé,

alors I'estimateur de HT du total 7}, devient :

Ny«
d I
Tt = > Z ——yr =Y, —Tury
Usesy kes; W T Uies;
- Ny .. . ,
avec Tyryi = Z n—yk I'estimateur de H'T conditionnel au premier degré du total T,
kEs; ?
iE{l,...,N[}.

. rdeg ‘ i
La variance de Ty, est donnée par :

Var(Tffﬁy) VPSU + VSSU;

S; J T,\? n;
avec Vigy = N? (1 _ X/f) 2l g2 (N;—1)'SD (Tyi _ N) Vasy = L zm ( -
I i=1 I i

et ng‘ = (N = )7 Yper, (g — Y;)2.

Vpsy mesure la variance due au premier degré (Primary Sampling Unit) et Vsgy mesure
la variance due au deuxiéme degré (Secondary Sampling Unit).

Soit ¥; = Y kes, Yu/M: la moyenne de y dans I’échantillon s;, 7 € {1,..., N;}. Cette variance

est estimée sans biais par :
—  ~deg N N
Var(Tq7.,) = Vesu + Vssu,

A 2
~ n _ A Zz s T Yt ¥
avec Vpsy = N} (1 - NI> yla soy=(mr—1)7" ) (THT,yi - (EEVHTy)) , Vssy =
i T

1EST
2

Z N7 ( ]\;> STT et 3 = (ni — 1) Spes, (Ye — i)

ZES[
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Estimateur de Hajek

L’estimateur de H'T reste aléatoire méme si la variable y est constante. Si toutes les
valeurs y,, k € U sont égales a une constante C', il semble logique que la valeur estimée pour
T, soit égale a NC, quel que soit I'échantillon tiré s. Or, la valeur de I'estimateur de HT du

total T, dans ce cas est égale a :

THT,C = CZ dy,

keEs
qui n’est généralement pas égale a NC' et est aléatoire.
Ce probleme peut étre corrigé, si la valeur N est connue, en utilisant ’estimateur de
Héjek, introduit par Hajek (1971) et donné par :

N Zd
72%8 dr kYk-

kes

THA,y =

Dans le cas ou yr = C pour tout k € U, I'estimateur de Hajek du total est :

N
C——) dp,=NC.
Zk:egdk’kzes ‘

THA,y =

Soit Nyr = > res A Uestimateur de HT du total N = >,y 1. L’estimateur de Hajek

peut étre réécrit comme :

A N .
THA’y == NiTHT’y. (14)
HT

L’estimateur de Hajek du total n’est pas sans biais a cause de ’estimateur N g au dénomina-
teur, et sa variance est plus complexe a calculer pour les mémes raisons. On peut cependant
calculer une variance approchée en utilisant des techniques de linéarisation valables pour n
et N grands.

L’estimateur de Héjek est un cas particulier d’estimateur par le ratio (voir Sarndal et al.
(1989), Tillé (2019)).

Propriétés asymptotiques

Les propriétés asymptotiques des estimateurs utilisés en sondage ne peuvent pas s’étudier
comme en statistique classique car la population U est finie. Il faut donc définir un contexte
spécifique. Considérons le contexte asymptotique décrit par Isaki and Fuller (1982).

On consideére une suite infinie de populations finies U; de taille Ny, t > 1 telles que pour
tout ¢, U; est inclue dans Uy, 1, Uy C Uyyq, ce qui implique que pour tout ¢, N; < Ny q. Dans

chaque population Uy, on observe une variable Y; ayant pour valeurs yi;, k € U;. Pour tout
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t, on définit un plan de sondage p;, avec 7y et me les probabilités d’inclusion de premier
et second ordre associées a p;. Un échantillon s; de taille n; est tiré dans U; selon le plan de
sondage p;, tel que pour tout t, n; < nyiq. Soit 6; la valeur du parametre d’intérét pour la
population U; et 0, un estimateur de 6, obtenu & partir de s; dans la population t. Quand
t — o0, alors N; — oo et n; — oo. Dans la suite, I'indice ¢ sera omis pour alléger les
notations.

Dans cette section, nous allons présenter les propriétés asymptotiques de 'estimateur de
HT de T, puis de I'estimateur de Hajek de T,.

On consideére les hypotheses suivantes (Breidt and Opsomer, 2000) :

H1 On suppose que limNﬁoo% = fe€(0,1).

H2 On suppose que les probabilités d’inclusion vérifient les conditions suivantes :
(a) il existe une constante A telle que mingeyme > A > 0

(b) il existe une constante ¢; telle que imsup y_,,on maxyzp e | Tew — meme | < C1 < 00

avec O > 0;

H3 On suppose que limy_,o,7,,/N < oo et qu’il existe une constante positive C telle que,

pour tout NV, Z y2 /N < Oy < oo.
keU

Proposition 1.1.1. Si les hypothéses précédentes sont vérifiées, alors il existe une constante

positive C' telle que

1 . 2
nk <N(THT7y - Ty)) S C,

pour tout n.

Preuve de la Proposition 1.1.1. On a

n ~ n ~ n 1 n Tk — TET L
B Eury~Ty) = SVar(Tiry) = 1 Yk (-~ )47 X 5 g M
N? v N? ! N? (T Tk N? i k' A£keU TET k!

Selon H2, on peut majorer (1/m,) — 1 par A=! pour tout k& € U et selon H3, on peut majorer
(1/N) Xkev yi par Cs :
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1 / !
NaZm(W—Q S Y g

keU k kU k' AReU TkTk!
<12 | =5 )
N MaXy 4k eU | Tk — TkTk/
= W k#£k’ €U | TTkk KT | )\2 N & Yk
TLCQ ye s Lz
< S\ + n maxy s eu| T — 7rk7rk/ E vi | selon I'inégalité de Cauchy-Schwarz
N
<Nl | 10
n max / Tkk! — TkTk' |
S ks£k/ €U | Tkk KT |35 2

< C par les hypotheses H1 et H2 (b)
avec C' > 0. O]

Corollaire 1.1.1. Si les hypothéses précédentes sont vérifiées, alors THT“y est asymptotique-

ment sans biais pour T, :

N P
lim N(E(THT@) - Ty) = 0,

N—oo

et consistant pour Ty :
Alim P(|Tyry — T,| > Ne) = 0 pour tout £ > 0.
—00

En particulier,
1

N(THT,y —-T)) =0, (1/\/ﬁ> :

Preuve du corollaire 1.1.1. Soit € > 0. En utilisant 1'inégalité de Markov, on obtient :
E(|Tury — T))

1 .
IP(N|THTy T, ‘ >€) < N - s

et I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1 1
E (N|THT,y —Ty\> < \/N2 E(|Tury — T, < 7
par la Proposition 1.1.1. On obtient donc :
J&im P(|Txr, — T, > Ne) = 0 pour tout € > 0
— 00

et
1
hm N(E(THT’?J) — Ty) =0.

N—oo
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car E(Tyr, — T,)/N < E|Tyr, — T,|/N. O

La proposition suivante permet de linéariser I’estimateur de Hajek Ty Ay = ﬁ > okes AkYr
kes

du total T, pour obtenir une variance approximée et un estimateur de variance.

Proposition 1.1.2. Si les hypotheses H1-H4 sont vérifiées, alors l'estimateur de Hajek de

T, peut étre linéarisé comme suit :

kes keU

]1[ (THA,y ) (Z dkek — Z €k> = l/n)

ol ey = Yp — Y, ke U avec Yorev €x = 0. On obtient en particulier grace au corollaire 1.1.1

que
< (Tuay = 1,) =0, (1/v).

Preuve de la Proposition 1.1.2. Soit :

1 /- 1 Terr _ Nyr
D=— THA, - deek—Zek = THA - =T, — ,y+Y .
N ( ! ) (kes keU Y N ! N N
On a: R R A
T T - N
p— ity Aty o AT
Nyt N N
_ Lary YNHT TAHT,y Nur
HT N Npr N
__(ng_g<@wy Y)
N Nyr
Selon le corollaire 1.1.1,
Nur Nur — N
N l= (1/v/n).

On peut réécrire

Thry <1 1>A 1.
Iy Yy = (— — = Tyry + — (Tur, — T,
NHT NHT N HT,y N ( HT,y y)

_N_NHT N THT,y_i_i
"N Ny N N

(Try = T,)

avec _T = 0, (1/\/@ et ;(THT@ —Ty) = 0, (1/\/5) selon le corollaire 1.1.1,
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N T
—— = O,(1) selon les hypotheses H1 et H2a et % = O,(1) selon le corollaire 1.1.1 et

HT
I’hypotheése H3. On en déduit que

et donc que D = O, (1/n).
Comme + (X es drer — Yper €x) = Oy (1/4/n) d’apres le corollaire 1.1.1

1

v (Tnay = T,) =D

(deek -> ek> =0, (1/\/5)

kes keU
]

La Proposition 1.1.2 permet d’approximer la variance de 'estimateur de Hajek Ty A,y de

T, par la variance de Tur g = > kes drer. On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 1.1.2. 57 les hypotheses H1, H2 H3 et H4 sont vérifiées, alors la variance de

l’estimateur de Hdjek Ty Ay du total T, peut étre approximée par

AVCI,’Y’(THA7y) Varl THTE Z Z Thk — Tk Tk —— S 1 A ) (15)

keUkeu — ThTE
ot la variable E prend les valeurs ey, = yp — Y sur U.

Cette variance approximée peut étre estimée si mp # 0 pour tout k, k' € U par

Var THTE Z Z Thk =TT ekék’ (16)

kesk'es kK TETK

avec é; = Y — Tur,y/N.

1.1.4 Sondage indirect

La base de sondage de la population d’intérét n’est pas toujours disponible. Dans ce cas,
un tirage direct dans la population d’'intérét est impossible et une solution est d’utiliser un
sondage indirect.

Un sondage indirect consiste a utiliser une population Up, dite population “Frame” de
taille Nr pour laquelle on dispose d'une base de sondage et qui est reliée a la population
d’intérét U, de telle fagon que tous les individus de U soient reliés au minimum a un indi-

vidu de Up. Cette condition permet de s’assurer que tous les individus de U peuvent étre
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F1GURE 1.10 — Echantillons tirés via un plan indirect.

échantillonnés avec une probabilité non nulle. Un échantillon sg est tiré dans Ug et I’échan-
tillon s dans la population d’'intérét est composé de tous les individus reliés a sg. Il n’est
pas nécessaire que les individus de Up soient tous reliés a au moins un individu de U, mais
cela permet d’obtenir un échantillonnage plus efficace, car un individu de Ug non relié¢ a U
n’augmente pas la taille de I’échantillon s s’il est sélectionné.

Par exemple, dans la figure 1.10, il n’existe pas de base de sondage pour la population U
des animaux de compagnie en France. On peut tirer indirectement un échantillon d’animaux
de compagnie en utilisant la population des francais : un échantillon de frangais est tiré et
leurs animaux de compagnie constituent I’échantillon final. Les liens entre les populations
sont indiqués en vert. On vérifie bien que tous les chats francais sont reliés a au moins un
francais, mais un frangais n’est pas nécessairement relié a un chat. Le francais tiré dans Up
est lié a deux chats, qui feront partie de ’échantillon de U.

I est aussi possible d’utiliser un plan a deux degrés (voir section 1.1.2) quand la base
de sondage de la population d’intérét n’est pas disponible. Les individus échantillonnés lors
d’un sondage a deux degrés sont des Unités Primaires (UP) de la population d’intérét et ceux

échantillonnés lors d’un sondage indirect sont des individus reliés a la population d’intérét.
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Le choix de la méthode utilisée dépend donc de I'information disponible.

Avec un plan de sondage indirect, la probabilité de tirer un individu k& € U est complexe
a calculer, car elle dépend des liens entre les deux populations. En effet, la probabilité de
tirer k£ € U est égale a la probabilité de tirer au moins un individu ¢ de Uy lié a k. Les
poids de sondage calculés par rapport au plan de sondage dans U sont donc inconnus ou tres
difficilement calculables, contrairement aux poids de sondage calculés par rapport au plan
de sondage dans Up, et les estimateurs présentés en section 1.1.3 ne peuvent pas étre utilisés
tels quels.

Cependant, Deville and Lavallée (2006) ont proposé une méthode, la Méthode Généralisée
de Partage des Poids (MGPP), qui contourne cette difficulté. Soit 6 un poids de lien entre
1 € Up et k € U, avec 6, prenant une valeur positive si i et k sont liés, 0 sinon. La valeur
positive de #;, est choisie par le statisticien en fonction des informations disponibles. Soit

0, = Oir./ (X icv, Vi) le poids standardisé associé a 6y, c’est-a-dire tel que Z 0, = 1.
i€Up
La standardisation permet de réécrire le total d’intérét T, = > cpy yx sur U comme un

total Ty sur Up de la variable §; = > <y éikyk :

TyIZykIZ(Zéik)ykzZzéikykzzgyi:ifg. (1.7)
keU keU \ieUp i€Up keU €U

L’idée est de réécrire le total 7}, comme un total d’'une nouvelle variable sur la population
Ur dans laquelle on effectue le tirage. On peut donc utiliser I'estimateur de HT du total Tj.
L’estimateur de HT du total Tj; sur Up est appelé estimateur MGPP du total T}, sur U :

keU keU \icsp T

N Ui 1

ty1 = Z=3) —

1ESEF i 1ESF i

Les seuls individus & de U pour lesquels la somme >, O /m; n’est pas nulle sont ceux

appartenant a s. L’estimateur MGPP du total 7, sur U peut donc s’écrire :

ks \i€spg i

ty=>_ (Z sz) Yk- (1.8)

Supposons que ¢ € sg et k € U soient liés. La Méthode Généralisée de Partage des Poids
consiste a utiliser les poids standardisés pour partager le poids de sondage de i entre tous
les individus, échantillonnés ou pas, reliés a k.

La figure 1.11 permet d’imager le principe du partage des poids et présente un cas tres

simplifié. Dans cet exemple, on s’intéresse aux chats frangais sur une zone géographique
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FI1GURE 1.11 — Exemple de poids partagé.

réduite. La population d’intérét est composée d’un chat et la population Frame est composée
de trois personnes, qui sont toutes liées au chat. Il y a donc trois liens, indiqués en bleu. Le
statisticien a décidé d’attribuer un poids de liens standardisé de 1/3 & chaque lien.

On tire un individu dans la population Frame avec les probabilités indiquées. Dans ce
cas tres simple, le chat est indirectement tiré quel que soit la personne échantillonnée et
la probabilité d’observer le chat est de 1. Supposons qu’on tire la personne dans 1’ellipse.
L’individu tiré a un poids de 3. Comme il y a trois personnes permettant d’échantillonner le
chat, ce poids doit étre partagé entre les trois liens, c’est-a-dire divisé par trois. On obtient
donc un poids de 1 pour le chat francais. Si la premiere (resp. troisieme) personne en partant
du haut était échantillonnée, on obtiendrait un poids de 2/3 (resp. 2) pour le chat. Pour
calculer les poids de sondage, il faut donc connaitre le nombre de personnes reliées au chat
échantillonné, c’est-a-dire 3. Dans le cas ou il y a beaucoup de liens entre la population
Frame et les individus de U, ce nombre peut étre difficile a obtenir, comme dans le cas de
La Poste.

L’estimateur MGPP a les propriétés d'un estimateur de HT, soit une absence de biais

pour estimer T}, et une expression connue de la variance :

Var(ty) = >0 3" A > Ouyr Y vy, (1.9)
i€Up i'eUp keU kel
avec Ny = (myy — mymy) /mimy et A; = Ay;. Cette variance dépend du choix de la valeur
positive des liens pondérés, mais l'estimateur MGPP reste sans biais tant que les poids sont
standardisés.
La précision d’un estimateur MGPP dépend non seulement des poids choisis, mais aussi

et surtout des liens entre populations, qui sont fixés. Deville et Lavallée (2006) posent la
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question du choix des poids de liens et cherchent des poids “optimaux” qui minimisent la
variance de 'estimateur MGPP. Cependant, cette variance dépend aussi des valeurs prises
par la variable d’intérét et on a donc potentiellement autant de poids optimaux que de
variables d’intérét. Par la suite, on appelera poids optimaux, notés éf,ft, 1 € Up, k € U, les
poids standardisés qui minimisent la variance de l’estimateur MGPP pour toute variable
d’intérét, c’est-a-dire que pour toute variable d’intérét yi, k € U, et tout poids standardisé

Qik,ieUF,keU:

Z Z Aiz” Z éflftyk Z élo/};gt,yk, < Z Z Aii’ Z ézkyk Z éi’k’yk’- (110)

1€Up i'eUr keU k'eU 1€Ur i'eUr keU k'eU

Liens “Tous-pour-Un”

On appelle liens de type Tous-pour-Un (TpU) les liens ou un individu de Up n’est lié
qu’a un individu de U, mais un individu de U peut étre lié a plusieurs individu de Ug. Par
exemple, un francais n’est relié qu’a un chat, mais un chat peut étre lié a plusieurs francais,
comme dans la figure 1.11. Si le plan de sondage utilisé pour tirer dans Up est un SASSR
ou un plan de Poisson, Deville et Lavallée (2006) montrent qu’il existe des poids optimaux
qui minimisent la variance de I'estimateur MGPP quelle que soit la variable d’intérét si les

liens sont de type “TpU” et qui sont donnés :
pour le SASSR, par 0 = 1sii € Up et k € U sont liés, 0 sinon, et

pour le plan de Poisson, par 6;, = sii € Up et k € U sont liés, 0 sinon.

1
(]. — 7T7;)7TZ'
Ces valeurs correspondent aux poids non standardisés. On appelle MGPP optimale et es-
timateur MGPP optimal la MGPP obtenue en utilisant les poids optimaux et 1’estimateur

résultant.

1.2 La Poste

La Poste est une société anonyme frangaise assurant le transport d’objets postaux (lettres,
colis) en France et a I’étranger. Les ancétres de La Poste sont La Poste & chevaux, créée par
Louis XI en 1477, qui effectuait le transport des messages royaux, et 1’office des messagers
royaux, qui transportait du courrier de particuliers.

Les premiéres boites aux lettres apparaissent avec la création de la “petite poste” a Paris
en 1758-1760. Elle permet la distribution des lettres intra-muros. Avant, les lettres devaient

étre récupérées au bureau de poste. Le systeme est par la suite étendu aux grandes villes du
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royaume (Bordeaux, Lyon, Nantes, Rouen, Nancy, Strasbourg, Marseille et Lille).

La révolution francaise transforme le systéme postal, et entre autres la protection du
secret postal, avec le décret sur le secret et I'inviolabilité des lettres en 1791, puis 'ouverture
aux services de transport de personnes ou biens aux particuliers en 1794. Le monopole postal
est déclaré en 1801 et la direction générale des Postes est créée en 1804.

Au 18e siecle, La Poste se modernise et s’étend aux campagnes. Le retour a l’envoyeur,
I'utilisation de bateaux a hélice ou de bureaux de poste ambulants, permettant le tri a bord
de wagons des chemins de fer, les timbres-poste, 'uniforme et la carte postale sont créés sur
cette période. Les femmes sont engagées a La Poste depuis 1877.

Au 20e siecle, I'essor continue avec la création et ’dge d’or de I’Aéropostale, la création
de La Poste automobile rurale (qui remplace les bicyclettes), les distributeurs automatiques
de timbres, les premieres machines a affranchir... et les premieres gréves.

Le 21e siecle voit 'ouverture progressive du marché postal a la concurrence. La Poste
change de statut pour devenir SA en 2010.

L’histoire de La Poste est présentée en détail au Musée de La Poste (34 Bd de Vaugirard,
75015 Paris) ou sur leur site https ://www.museedelaposte. fr/fr/histoire-de-la-poste.

1.2.1 Plans de sondage SYCI 1 et 2

La Poste distribue plusieurs types de produits (lettres recommandées, lettres vertes, co-
lis...), appelés objets postaux, ayant chacun des caractéristiques différentes, comme les di-
mensions de l'enveloppe, le poids, le type et le prix du timbre ou encore le délai maximum
de livraison. Les objets postaux comprennent les communications (lettres...) et les objets de
marchandise (colis...) et sont livrés lors des tournées de facteur. Une tournée est un ensemble
d’adresses postales pour lesquelles un facteur va livrer du courrier.

La régulation de La Poste dans le cadre du Service Universel (SU) est assurée par I’AR-
CEP (Autorité de Régulation des Communications Electroniques, des Postes et de la dis-
tribution de la presse) qui requiert la mise a disposition de chiffres précis dans le domaine
postal afin d’effectuer une régulation efficace. La Poste cherche donc a avoir une vision glo-
bale de la mise en distribution des objets. Entre autres, elle souhaite connaitre le volume et
la composition du trafic postal mensuel, trimestriel et annuel. La Poste s’intéresse aussi au
traitement des objets et a I'organisation des tournées, en regardant notamment les délais de
livraison, si un objet a été trié par machine de tri et le mode de transport utilisé pour la
livraison.

La Poste ne pouvant pas observer toutes les tournées distribuées en France Métropoli-

taine, elle a mis en place depuis 1994 une étude par sondage, SYCI 1, (SYsteme de Collecte
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de I'Information), afin d’estimer la composition du trafic et assurer un suivi du traitement
des objets postaux. SYCI est un observatoire des flux d’objets distribués et de I'organisation
de la distribution.

Dans cette section, nous allons présenter le plan de sondage SYCI 1 utilisé entre 1994 et
2015. Des réorganisations des centres de tri ont poussé La Poste a revoir sa méthodologie en

2015. Nous présenterons le plan initialement prévu en 2015 et enfin le plan actuel SYCI 2.

SYCI 1

La population d’intérét est composée des objets distribués un trimestre donné. Par la
suite, on simplifiera cette population en se restreignant a un mois donné. La Poste cherchant
aussi a observer 'organisation de la distribution, elle a décidé d’observer les tournées, aussi
appelées SOrties-Jours (SOJ) ou tournées-jours.

Les tournées peuvent étre vues comme un groupe d’objets, de taille trop importante pour
que tous les objets d’une tournée puissent étre observés. L’étude historique SYCI 1 consistait
donc a tirer avec un plan a deux degrés (voir section 1.1.2) un échantillon de tournées puis
un échantillon d’objets au sein de chaque tournée échantillonnée. Les objets observés sont
appelés objets-échantillon.

Les plans de sondage utilisés pour tirer les tournées puis les objets au sein des tournées
sont des STASSR (voir section 1.1.2). Le poids de sondage final d’un objet est donc le poids
de sondage de sa tournée d’appartenance multiplié par son poids de sondage au sein de la
tournée.

Ce plan de sondage repose sur I’hypothése que la population des tournées est suffisamment
stable pour que la base de sondage corresponde a la réalité du terrain. Cependant, les centres
de distribution se réorganisent régulierement pour permettre d’adapter la distribution selon
le volume de courrier. Ces réorganisations ont rendu inadéquate la base de sondage des
tournées. La Poste a donc mis en place en 2015 un nouveau plan de sondage, SYCI 2, qui

modifie le tirage des tournées, mais garde le plan a deux degrés.

Plan SYCI 2 initialement prévu

Pour tirer les tournées, plusieurs solutions existent. On peut par exemple effectuer un
tirage a deux degrés en tirant des bureaux puis des tournées au sein des bureaux. Cependant,
cette méthode nécessite un nombre important d’enquéteurs et de moyens.

La Poste a décidé d’échantillonner les tournées via un sondage indirect (voir section 1.1.4),
en utilisant la population des adresses-jours, qui est accessible, comme population Frame et

la population des tournées comme population cible. Ce choix est motivé par la stabilité de
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la population des adresses, qui n’est pas sensible aux réorganisations des bureaux. On tire
un échantillon d’adresses et un échantillon de jours, puis les adresses-jours sont formées en
associant aléatoirement un jour a une adresse. Le jour donné, I’enquéteur va voir le bureau
qui s’occupe de 'adresse et repere la tournée qui dessert 'adresse tirée. Par simplicité, la

population des adresses-jours sera désignée comme population des adresses dans ce qui suit.

Adresses Tournées de Facteur

1 rue Cauchy

3 rue Fermat

rue Bernoulli

15 rue Euler

20 rue de La Poste

~ 500 adresses par tournée

FiGURE 1.12 — MGPP initialement prévue par La Poste.

L’utilisation d’un sondage indirect va de pair avec 'utilisation d’'une MGPP. Or, pour
pouvoir utiliser la MGPP, il faut pouvoir calculer les poids standardisés (voir section 1.1.4).
Pour cela il est nécessaire d’observer tous les liens entre la tournée échantillonnée et la
population Frame, ce qui, pour La Poste, revient a pouvoir lister toutes les adresses de la
tournée. Une tournée étant composée de 500 adresses en moyenne, comme indiqué dans
la figure 1.12, récupérer toutes les adresses prend du temps. De plus, les adresses ne sont
pas toujours correctement indiquées, ce qui rend leur identification complexe et nécessite
I’aide du facteur. Le facteur ne pouvant pas prendre de retard pour répondre aux questions
de T'enquéteur, il n’est généralement pas possible de récupérer les adresses d’une tournée.

L’utilisation du sondage indirect, et de la MGPP associée, pose donc probléeme.

Plan SYCI 2

La solution adoptée par La Poste consiste a utiliser une deuxiéme population intermé-
diaire, liée a la fois a la population des adresses et des tournées. La population en question
est la population des cases de tri, qui sont les cases permettant de trier les objets d’une tour-
née. Cette population est naturellement entre la population des adresses et la population des
tournées.

Pour comprendre les choix de La Poste, regardons le fonctionnement d'un bureau de

Poste avant le départ des facteurs en tournée. Tous les matins (en jour ouvré), les objets
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FIGURE 1.13 — Un casier (a gauche) et une case de tri (a droite).

postaux a distribuer sont livrés dans les centres de tri. Ces objets sont ensuite triés dans
des cases, appelées cases de tri, qui sont attribuées a une ou plusieurs adresses. Les objets a
destination de ces adresses sont classés dans la case correspondante. Ces cases peuvent étre
de différents types, comme indiqué dans la figure 1.14, mais le principe reste le méme quel

que soit le type. Les cases sont regroupées en casiers similaires a celui de la figure 1.13. Les

Case :

CHM CM

FIGURE 1.14 — Différents types de cases.

tournées sont formées a partir des casiers. Pour simplifier, on supposera par la suite qu'une
tournée est composée de tous les objets contenus dans un casier et qu'un casier contient
seulement les objets de la tournée correspondante.

Pour tirer un échantillon de tournées via la population des cases, deux tirages indirects
(voir section 1.1.4) sont réalisés. Le premier permet d’obtenir un échantillon de cases a partir
de la population des adresses et le second permet d’obtenir un échantillon de tournées a partir
des cases (indirectement) tirées. On parle de sondage indirect double. L’échantillon final est

composé des tournées liées aux cases indirectement tirées, qui sont elles-mémes liées aux
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Adresses Cases de tri Tournées de Facteur

1 rue Cauchy
3 rue Fermat
15 rue Euler

20 rue de La Poste

~ 10 adresses par case ~ 50 cases par tournée

FIGURE 1.15 — MGPP double utilisée & La Poste.

adresses sélectionnées, comme indiqué dans la figure 1.15.

La population intermédiaire n’influe pas sur les liens entre la population Frame et la
population cible. Une adresse fait toujours partie de la méme tournée, que sa case de tri
soit observée ou non. Tirer un échantillon par sondage indirect double revient donc a tirer
un échantillon par sondage indirect, ou les liens sont observés en deux temps plutét que
directement. Par la suite, le sondage indirect avec des liens observés en un seul temps sera
appelé sondage indirect simple. Pour déterminer la tournée d’appartenance d’une adresse,
il faut identifier sa case de tri puis la tournée, plutot qu’identifier directement la tournée.
Cette complexité d’observation des liens permet d’obtenir des estimateurs dont I’expression
est plus complexe que ceux obtenus avec un sondage indirect simple.

L’estimateur est obtenu en appliquant une MGPP pour chaque ensemble de liens (voir
section 1.1.4). On appelle donc cette méthode une MGPP double. Un premier ensemble de
poids de liens est choisi pour les liens entre les adresses et les cases, et un second entre les
cases et les tournées. Pour standardiser les poids de liens, il faut donc identifier toutes les
adresses des cases échantillonnées et toutes les cases des tournées échantillonnées, comme
indiqué dans la figure 1.15. Les liens rouges sont échantillonnés et pour pouvoir standardiser
leur poids, il faut observer les liens verts, ce qui revient a observer 10 adresses pour une case
et 50 cases pour une tournée en moyenne. Une tournée livrant 500 adresses en moyenne,
cette méthode permet de réduire a 60 le nombre de liens observés par rapport a la MGPP
initialement prévue, et est donc plus facile a mettre en place.

La MGPP double est un cas particulier de MGPP, comme on le verra dans la section 1.3.
Cependant, la MGPP double utilisée a La Poste cause une perte de précision importante
comparée aux estimateurs directs obtenus avec SYCI 1, comme le montre la figure 1.16. Sur
cette figure, les estimations (normalisées pour des raisons de confidentialité) du trafic total

sont indiquées en noir et les intervalles de confiance des estimateurs sont en rouge. On voit
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Indicateur Normalisé "Nombre d'objets Courrier” - de Janvier 2009 a février 2023
Estimation SYCI - avec bandes de confiance
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FIGURE 1.16 — Perte de précision des estimateurs de La Poste.

qu’en 2015, année de transition de SYCI 1 a SYCI 2, les intervalles de confiance s’élargissent.
La MGPP n’ayant pas pu étre mise en place, la comparaison entre les estimateurs MGPP
et MGPP double ne peut pas étre réalisée dans le cas de La Poste.

Les travaux menés lors de ma these s’inscrivent dans ce contexte de perte de précision
due a la transition de SYCI 1 a SYCI 2. De plus, La Poste prévoit de réduire les tailles
d’échantillons dans un futur proche, ce qui va dégrader la précision des estimateurs. Une
partie de mon travail porte sur 'amélioration de la MGPP double pour améliorer la précision
des estimateurs et limiter 'impact de la réduction de la taille des échantillons.

Dans mes travaux sur la MGPP (chapitre 2 et chapitre 3), le tirage a deux degrés des
objets est omis. On consideére par simplicité que la population d’intérét est la population des
tournées et que la variable d’intérét est le nombre d’objets postaux distribués par une tournée.
Le tirage s’effectue par sondage indirect double en utilisant la population des adresses comme
population Frame.

La Poste effectue un travail important de traitement des données récoltées pour s’assurer
de leur fiabilité. De plus, La Poste utilise des méthodes de repondération des estimateurs,

comme le calage (Deville and Sarndal, 1992) ou la winsorisation (Kokic and Bell, 1994).
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Certains de ces traitements, notamment la winsorisation, biaisent les estimateurs. Bien que
le biais causé par ces traitements soit une source de préoccupation pour La Poste, ce probleme
n’entre pas dans le cadre de la these et on étudiera dans la suite les estimateurs avant leur

traitement par La Poste.

1.2.2 Données auxiliaires

La Poste possede des bases de données de diverses provenances, contenant des informa-
tions sur les populations utilisées pour le tirage : les adresses, les cases, les tournées et les
objets. Dans cette section, on présente trois sources de données différentes : les données
récoltées via SYCI 2, qui sont actuellement utilisées pour les estimations, les données per-
mettant d’obtenir la base de sondage, dont une grande partie est inutilisée a I’heure actuelle,
et les données récoltées par les machines de tri, dont I'utilisation fait partie de mes sujets de

recherche et est actuellement testée a La Poste.

Données récupérées dans SYCI 2

Les données présentées ici sont les données récoltées par les enquéteurs dans le cadre de
I’étude SYCI 2. Les données récoltées forment trois tables séparées : une table d’information
sur les objets observés, une table sur les tournées observées et une table sur les cases observées.

La figure 1.17 montre une fiche de saisie objet. Les informations récoltées par les enqué-
teurs comprennent, entre autres, le type de produit (chronopost, lettre verte...), la date de
dépot de 'objet, le montant d’affranchissement, le poids, les dimensions et 1’épaisseur du pli,
la nature du contenant (film plastique pour les pubs ou revues, enveloppe a fenétre...) et le
contenu (s’il y a un objet, du papier...). Ces données composent la table des objets observés.
En pratique, elles sont utilisées pour calculer les variables d’intérét, qui sont souvent des
regroupements de types de produit par exemple. Pour simplifier, on supposera par la suite
que les variables d’intérét sont directement récoltées via le formulaire 1.17.

La figure 1.18 montre une fiche de saisie SOJ. Il s’agit des informations récoltées sur la
tournée, qui permettent de s’assurer du bon déroulement de ’enquéte. La strate d’appar-
tenance de la tournée et la date d’observation sont indiquées, ainsi que des indications sur
I’état de la tournée qui peuvent affecter la saisie des informations. Par exemple, si la tournée
n’a pas pu étre observée entierement.

Des informations permettant d’effectuer un suivi de 'organisation de la distribution des
objets postaux sont aussi récoltées. Par exemple, le préparateur de la tournée n’est pas
toujours celui qui la distribue et le site de préparation de la tournée n’est pas toujours le site

de distribution. Ces informations sont donc récoltées, en plus de la période et du mode de
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FI1GURE 1.17 — Fiche de description des objets.

livraison.
Afin de pouvoir mettre en place une MGPP double, La Poste doit observer les liens entre

les populations. Cette information est récupérée via la fiche 1.19. L’enquéteur indique les
cases composant le casier de la tournée. Cette fiche permet aussi de récupérer des infor-
mations au niveau des cases, puisque, pour chaque case du casier, le type de case et ses
dimensions sont récoltées.

La table des données sur les tournées contient les informations récoltées via la fiche 1.18.
On y ajoute le nombre de cases dans la tournée, obtenu grace a la fiche 1.19. Les autres
informations collectées via 1.19 composent la table des données sur les cases.

Ces données sont vérifiées et validées apres récolte. De plus, les enquéteurs suivent une

formation afin de s’assurer de la fiabilité de leur captation. Les données récoltées via SYCI

2 sont donc considérées comme fiables.
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F1GURE 1.18 — Fiche de description des tournées.
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Référentiel des Adresses Organisées (RAO)

FIGURE 1.19 — Fiche de description des liens entre cases et tournées.

La table RAO contient des informations sur les adresses occupées en France Métropoli-

taine. Cette table, croisée avec les données de 'INSEE, permet d’obtenir une base de sondage

pour la population des adresses. Cependant, elle contient des informations sur les tournées

et cases d’appartenance des adresses, comme on peut le voir dans la figure 1.20.

Pour une adresse, RAO connait son type (rue, numéro de rue, commune...) mais donne

aussi 'identifiant de la tournée qui dessert cette adresse ainsi que l'identifiant de la case

contenant les objets a destination de cette adresse. On remarque aussi que RAO permet de

rechercher des informations directement sur un casier ou une tournée.

Pour chaque tournée et case, RAO contient la liste des adresses la composant. Malheu-

reusement, ces informations ne prennent pas en compte les réorganisations journalieres et

ponctuelles des centres de tri et sont parfois manquantes. Les tournées et cases indiquées

par RAO pour une adresse, si elles existent, ne sont généralement pas les tournées et cases

observées sur le terrain.

Cependant, RAO reste une source importante de données sur les cases. Dans ma these,

je propose une facon d’utiliser ces données pour améliorer la MGPP double actuellement

utilisée a La Poste.
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G Ex_plorateur RAO adresses tournées casiers & dérivations

2.10.0

Entrez I'adresse a chercher

Recherche : () toutes ) géographique @ CEDEX @ IDRAO @ ACHE/DISTRI

DERNIERES ADRESSES CONSULTEES

31561999PC Activée @ { 3

— = N
ADRESSE GEOGRAPHIQUE TOURNEES
ligne4 RUE DU CHAT FRANCAIS Rang utile ID Libelle Date de début Date de fin Rang Case  Couleur
ligneg 31999 PETITCHAT 873 3188960 TLOOO3 27 Jun 2022 31 Dec 9999 A
ligne7? FRANCE
CASES
CODIFICATION
Rang utile Libellé Date de début Date de fin Rang Case 2IC
ACHE/DISTRI 31240AMDOO 318 310760CHMO011  CHMOOA1 29 Dec 2021 31 Dec 9999 ac
Couleur obsocléte A
(Géopad) PARCOURS
ID RAO 31561999PC "
Gamme industrielle Date de début Date de fin PIC PDC/PPDC
Matricule RAN 553405 !
e GF ECO 19 Sep 2009 MIDI PYRENEES PIC(A39002) L UNION PDC1(A23716)
. e GF PRIO 19 Jul 2010 MIDI PYRENEES PIC(A39002) L UNION PDC1(A23716)
Type Tri Toumnée
PF ECO 08 Dec 2009 MIDI PYRENEES PIC(A39002) L UNION PDC1(A23716)

FIGURE 1.20 — Apercu des données de RAO.

Traitement Automatisé de ’Enveloppe (TAE)

TAE est la table composée des données récoltées par machine de tri. Les machines
prennent une photo de 1’'objet trié, puis utilisent des algorithmes de reconnaissance d’images
pour lire les inscriptions de I'enveloppe.

A partir des photos, les machines récoltent plusieurs informations : 'adresse de destina-
tion, le type d’objet, la date et le montant d’affranchissement, la machine a affranchir utilisée
(si utilisée) et la zone de départ. Ces informations sont récoltées dans le respect du secret
des correspondances et du Reglement Général sur la Protection des Données. Les machines
enregistrent aussi des informations sur le traitement, comme les dates de passage en machine
de tri, la photo ou encore l'identifiant imprimé sur le contenant de 'objet (souvent une en-
veloppe) par la machine de tri. Cet identifiant est imprimé sur le contenant par les machines
sous forme de code barre, similaire a celui montré dans la photo 1.22.

La description des objets réalisée par les machines est basée sur une photo Noir et Blanc de
I’objet, comme on peut le voir dans la figure 1.21. De plus, la machine de tri ne peut prendre
qu’'une photo : recto ou verso. Les informations décrites dans le paragraphe précédent sont
inscrites sur le recto et ne peuvent donc pas étre obtenues par les machines pour tous les
objets. Par exemple, une photo du verso d’'un objet ne contient pas d’information sur le
type, 'adresse de destination, I’affranchissement... Mais elle peut contenir des informations
sur l'expéditeur. Les timbres “marianne”, qui se reconnaissent a leur couleur (vert, rouge ou

gris) ne sont pas facilement différentiables si la photo est en noir et blanc, comme montré
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FIGURE 1.21 — Photos prises par les machines de tri.

dans la figure 1.23. Le prix du timbre, voire le type de pli, n’est alors pas reconnu par la
machine. Ce dernier probleme est voué a disparaitre avec la suppression des timbres marianne
rouge et noir.

D’autres informations, récupérées dans SYCI 2, ne peuvent pas étre lues par les machines.
Entre autres, le poids, 1’épaisseur, le contenu... Ce qui s’explique par la différence d’objectif
de TAE et SYCI. Les informations collectées dans TAE permettent de distribuer 1’objet
a la bonne adresse et dans les délais impartis, alors que les données collectées dans SYCI
permettent d’estimer le trafic postal.

TAE est moins fiable que SYCI 2, de part sa sensibilité a la prise de photo. Une photo
floue, trop sombre, trop claire, avec des objets agglomérés rendent la reconnaissance des
informations par les machines erronée. A cela s’ajoutent les problemes liés aux traitements
et au transfert des données, qui peuvent étre mal transmises d’une machine a une autre, voire
perdues lors des coupures réseaux. Dans ce dernier cas, on observe dans SYCI 2 un objet,
traité via machine de tri, mais absent de TAE. TAE souffre aussi de probleme de doublons
dii & la gestion des données, car un identifiant objet peut étre réutilisé plusieurs fois.

TAE et SYCI récuperent tous les deux des variables similaires, mais il est impossible de
remplacer SYCI par TAE & I’heure actuelle pour observer le trafic, a cause des probléemes
mentionnés dans cette section (données incompletes et erronées). L’objectif principal de ma

theése est de trouver un moyen d’utiliser TAE, malgré ses inconvénients, pour améliorer la
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F1GURE 1.22 — Code barre imprimé par la machine de tri.

FIGURE 1.23 — Timbres Marianne en couleur (haut) et en noir et blanc (bas).

précision des estimations réalisées via SYCI 2.

1.3 Contributions

L’objet de ma these est d’améliorer la précision des estimateurs du trafic postal. Par souci
de simplicité nous ne prendrons pas en compte les procédures de calage ni de winsorisation
utilisées par La Poste (voir section 1.2.1) dans 'étude des estimateurs.

L’étude de la précision des estimateurs considérés s’effectue selon deux axes. D’un coté,
nous cherchons a réduire la variance des estimateurs actuels SYCI 2, considérés sans biais,
notamment via des travaux sur la MGPP (voir section 1.1.4) et la MGPP double (voir section

1.2.1). D’un autre coté, nous développons des méthodes et des estimateurs qui utilisent
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comme information auxiliaire les bases de données massives disponibles a La Poste. Dans
cette section, je présente rapidement les travaux effectués pendant ma these. Dans I’ensemble
de mes travaux de theése, on ne considére que 'estimateur du trafic postal mensuel, qui est

le total des objets postaux distribués en France pendant un mois donné.

1.3.1 Sondage indirect et MGPP

Cette section porte sur la réduction de la variance de I'estimateur MGPP du trafic total
mensuel actuellement utilisé a La Poste. Je présente tres brievement les résultats principaux
publiés dans article “ Many-to-One indirect sampling with application to the French postal
traffic estimation” (Annals of Applied Statistics (AoAS), 2023), dont le contenu figure dans
le chapitre 2, ainsi que les résultats présentés dans le chapitre 3, “ Optimal Weights for double
Many-To-One Generalized Weight Share Method”.

Chaptitre 2 : Many-to-One indirect sampling with application to the French
postal traffic estimation (AoAs)

On a vu en section 1.2.1 que I'utilisation d’'une MGPP double a diminué la précision des
estimateurs SYCI 2, utilisés actuellement par La Poste, comparé a ’estimateur de HT SYCI
1 calculé a partir d’'un échantillon direct de tournées et utilisé jusqu’en 2015 par La Poste.
Dans cet article, je cherche a comprendre 'origine de cette perte de précision.

Pour faciliter la lecture, la MGPP définie en section 1.1.4 sera appelée MGPP simple
et on dira qu'un estimateur du total 7}, est direct s’il est obtenu a partir d’'un échantillon
sélectionné directement dans la population cible U. Dans ’article, la population d’intérét est
notée Ur (target population) mais la notation U sera conservée dans ce chapitre par souci
de simplicité.

Dans un premier temps, je me suis penchée sur les conditions d’existence des poids de
liens optimaux définis par ’équation (1.10), c’est & dire les poids de liens qui permettent de
minimiser la variance, donnée par I’équation (1.9), de I'estimateur MGPP simple du total
T, pour une variable d’intérét y quelconque. Comme mentionné en section 1.1.4, Deville and
Lavallée (2006) cherchent des poids optimaux pour les plans SASSR et de Poisson, pour
tout type de liens. Ils ont montré que ceux-ci existent si et seulement si les liens entre les
populations sont de type “Tous-pour-Un” (TpU). Dans l'article Medous et al. (2023a), je
montre que 'existence de poids optimaux pour la MGPP simple est une propriété des liens
de type TpU qui peut étre étendue a tous les plans de sondage satisfaisant la A-propriété
définie ci-dessous.

Soit Np la taille de la population Frame Ur et, pour k € U, Ugy la sous-population de
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Ur de taille Npp composée des individu reliés a k. On note

Mg — Ty .y
Aii’zi? (2 EUFa
T

A = (Ayr)iiveu, la matrice de taille Np X Np et Agp = (Ayir) la sous-matrice
de A de taille Npp X Npp composée des éléments en position 4,4 si i (resp. ') est lié a
k (resp k') et Ay = Agg. Dans la figure 1.24, I'individu &k de la population cible U est lié

aux individus notés 1, 2 et 3 dans la population Ur. La sous-matrice A est donc composée

iEUFk,i/EUFk/

des 9 valeurs Ay, 4,7 = 1...3, situées en haut a gauche de la matrice (en rouge). On peut

similairement obtenir les trois autres matrices de la figure 1.24.

FIGURE 1.24 — Décomposition de la matrice A dans un cas TpU.

Quand les liens sont de type TpU, les sous-populations Ugy forment une partition de Ug
et on suppose les individus de Ur ordonnés selon Uy, k € U, (voir le graphique de gauche

de la figure 1.24). On a alors (voir le graphique de droite de la figure 1.24)
A = (A )k wev-

Soit 1 le vecteur de taille Np, dont les composantes sont égales a 1. Si les liens sont de
type TpU, alors un plan de sondage satisfait la A-propriété si

— pour tout k € U, Ay est inversible,

— pour k £k €U,

Ay = el avec ¢y ne dépendant ni de 4 ni de 4. (1.11)

Les plans de Poisson, Sondage Aléatoire Simple Sans Remise (SASSR) et, sous certaines
conditions, SASSR stratifié (STASSR) satisfont la A-propriété (voir Medous et al., 2023a).
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Je montre dans Medous et al. (2023a) que, si les liens sont de type TpU et que le plan de
sondage dans Up satisfait la A-propriété, il existe alors des poids de liens standardisés le ,
1 € Up, k € U, donnés par :

(B )icvr, = A; 1 (1,A;1,) ", pour tout k € Up, (1.12)

qui minimisent la variance de ’estimateur MGPP simple quelle que soit la variable d’intérét.

La A-propriété permet de simplifier I'expression de la variance de I'estimateur par MGPP
simple et on montre dans ce cas que la différence entre la variance de I'estimateur MGPP
simple fyl utilisant des poids quelconques 0, i € Up, k € U, et la variance de I'estimateur

MGPP simple optimal t°p " utilisant les poids optimaux #%" est donnée par :

Var(t,1) — Var(£5') = Y ypVar(ts —fégpt) = > y,z\/ar(fékfgzpt), (1.13)
keUr keUr

avec fgzpt = Yicsp di 0% Vestimateur de HT du total tgor = Yievp 67" =1, et te gt =
Yiesy di( O — 077") Vestimateur de HT du total tg, o = 0, pour tout k € Ur. L'équation
(1.13) montre que la différence entre la variance de I'estimateur MGPP simple quelconque
et la variance de I'estimateur MGPP simple optimal du total 7}, dépend de la variance de
la différence entre les poids standardisés 6, — HOP ' k € U. La standardisation dépend de la
répartition des liens entre les populations et influence aussi 'augmentation de variance liée a
l'utilisation de poids quelconques, comme illustré dans les études par simulation (voir section
2.4).

Comme discuté dans la section 1.2.1, le premier plan indirect prévu par La Poste prévoyait
I'utilisation d’'une MGPP simple optimale. La Poste souhaitait connaitre la performance, en
terme de variance, de l'estimateur MGPP simple optimal, comparé a l'estimateur de HT
direct de 7). Il n’est en général pas possible de déterminer lequel des deux estimateurs
sera le plus précis en terme de variance (Kiesl, 2016). Dans ’article, je me penche sur un
cas particulier ot un plan de Poisson est utilisé pour tirer I’échantillon direct s dans U et
I'échantillon sp dans U, avec m; (resp. my) la probabilité d’inclusion d’ordre un de I'individu
i € Ur (resp. k € U) utilisée pour tirer I’échantillon sz (resp. I’échantillon direct s). La

probabilité 7y, k € U est obtenue comme suit :
7 = P(au moins un ¢ € Up lié a k est échantillonné dans sp) = 1 — ey, (1 — )k

Dans ce cas, je montre que la variance de I'estimateur de H'T' direct de T}, est plus faible que
la variance de l'estimateur MGPP simple optimal de 7}, (voir Proposition 2.2.3).

Pour La Poste, Up est la population des adresses et U celle des tournées. Ces deux
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populations sont reliées par des liens de type TpU et La Poste utilise un STASSR tel que
toutes les adresses desservies par une méme tournée appartiennent a la méme strate. Le plan
de sondage utilisé a La Poste satisfait la A-propriété et il existe donc, en théorie, des poids
de liens qui permettent de minimiser la variance de l’estimateur MGPP simple initialement
prévu par La Poste (voir section 1.2.1) quelle que soit la variable d’intérét. Ces poids sont
égaux a l'inverse du nombre d’adresses par tournées, qui vaut 500 en moyenne. Comme
mentionné en section 1.2.1, I'utilisation de ces poids optimaux ne peut pas étre effectuée car
il n’est pas possible d’identifier, ni de compter, toutes les adresses d’une tournée.

La Poste a donc été contrainte de réduire le nombre de liens a observer. Pour ce faire,
elle a utilisé la MGPP double décrite dans la section 1.2.1. Mon second objectif dans I'article
Medous et al. (2023a) est d’introduire le principe général de la MGPP double et d’étudier
ses propriétés.

Soit une population intermédiaire Uy, reliée a Urp et a U de telle maniere que tout
individu k € U soit relié a au moins un individu de U,; et que tout individu de U,; soit relié
a au moins un individu de Up. Dans le cas de La Poste, Uy, est la population des cases de
tri. On attribue a chaque lien entre i € Ug et j € Uy (resp. entre j € Uy et k € U) un poids

QFM

tel que 60

de liens 03" (resp. O37)

> (0 sii et j sont liés (resp. 01" > 0si j et k sont liés), 0
sinon. Le lien entre ¢ et k est pondéré par 0, = Z]EUM 000 et la MGPP double est donc

FM
ij

oM HMT et O = X ey, 057" ¢9MT Ces poids sont Calcules de maniére & avoir

ij i
Z ezk — Z Z QFM

i€Up 1€Ur jeUn

un cas particulier de MGPP simple. Soit 6! MT et 0y, les poids standardisés associés a

On parle alors de standardisation globale. L’estimateur MGPP double est obtenu en rem-
placant 6;; par Y ieUn t9F M HMT dans l'expression de 'estimateur MGPP simple donnée par

I'équation (1.8) :

~+~

/\y2 _ Z (Z Z QFJW ]\/IT) <114)

kes iGSF jEUM
On considere le cas ou les liens entre les trois populations sont de type TpU-TpU, c’est a
dire TpU entre Up et Uy, puis entre Uy, et U. C'est le cas de La Poste, comme illustré par

la figure 1.25. La somme 3¢, ne contient dans ce cas qu'un seul élément non nul

QFM %T
pour un certain ¢ € Up et k € U.

Dans I'exemple de la figure 1.25, cet élément non nul est le produit des poids associés aux
deux liens rouges. Les poids HF M et 6’MT utilisés a La Poste sont respectivement l'inverse du
nombre d’adresses par case et I'inverse du nombre de cases par tournée. Le poids utilisé par

La Poste dans I'exemple de la figure 1.25 est donc 1/5%1/3 = 1/15. Dans le cas de La Poste,
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Adresses Cases de tri Tournées de Facteur

1 rue Cauchy
3 rue Fermat
15 rue Euler

20 rue de La Poste

~ 10 adresses par case ~ 50 cases par tournée

F1GURE 1.25 — TpU-TpU observé par La Poste.

ce poids est généralement différent du poids optimal et on a donc une perte de précision de
I'estimateur MGPP double par rapport a 'estimateur MGPP simple optimal.

L’intérét de la MGPP double, comme utilisée par La Poste, est de diminuer le nombre
de liens a observer pour calculer les poids standardisés. Cependant, cet avantage se limite

aux liens de type TpU-TpU. Pour ce type de liens, on s’intéresse a deux méthodes de stan-

dardisation :
— La standardisation double, >y, ~ij =1let X,cu, ~%T =1.
— D’autres types de standardisation globale, >>;ci,. > cr,, éf;M 3‘? = 1, moins contrai-

gnants.
Dans l'article Medous et al. (2023a), plusieurs méthodes de standardisation sont comparées :
la standardisation de la MGPP simple (voir section 1.1.4), la standardisation double, et un
cas particulier de standardisation globale, ot 0y = 3 ey, 071057, i € U, k € U est divisé
par le total > ;e Oix. Soit Npy, le nombre de liens entre Up et k € U, Ny le nombre de
liens entre Uy et k et Np; le nombre de liens entre Ur et j € Up. Dans le cas de La
Poste, Np; est le nombre d’adresses dans la tournée k, Ny, le nombre de cases dans la
tournée k et Ng; le nombre d’adresses dans la case j. Si les liens sont de type TpU-TpU,
Npp = >0 J€UN Npj, c’est-a-dire que le nombre d’adresses dans une tournée est égal a la
somme de]sh;?i;{esses contenues dans toutes les cases de la tournée. I1 faut observer Ngy
liens pour la standardisation de la MGPP simple, Ngp + Ny liens pour la standardisation
globale considérée et Ng; + Ny pour la standardisation double (voir 'exemple de la figure
1.26). En pratique, si Np; + Ny < Npy, alors la standardisation double permet un gain en
terme de liens a observer. En particulier, si Npi, = NpjNuyg et Npj > 2, Ny > 2, alors
Npj 4+ Nui < Npy et la MGPP double permet de réduire le nombre de liens a observer
par rapport a la MGPP simple. Dans le cas de La Poste, la condition Ngy = NpjNuy

est satisfaite si toutes les cases contiennent le méme nombre d’adresses, ce qui n’est pas
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Type de standardisation

~FM
MGPP simple : globale : double : Z 91';,' =1
i€Up
& ~FM~MT
> fa=1 2D by 6 =1 et > B =1
ieUp i€UF jJEUM
JEUM
Z‘IGUF k’eU iEUI.‘ jEUM
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[ \

\

{
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|

Np =10

nombre de liens observés: 10| |n0mbre de liens observés: 12 | ‘nombre de liens observés: 7

FIGURE 1.26 — Comparaison des méthodes de standardisation.

réaliste. Par contre, le nombre d’adresses par case plus le nombre de cases par tournée vaut
en moyenne 60 alors que le nombre d’adresses par tournée vaut en moyenne 500. La condition
Npj + Ny < Npyg est donce satisfaite pour un large nombre de tournées et de cases, ce qui
permet un gain important en terme de nombre de liens a observer.

On a vu précédemment que la différence entre la variance de 'estimateur MGPP simple
quelconque et la variance de 'estimateur MGPP simple optimal du total dépend, via la
standardisation, de la répartition des liens entre les populations. Pour mieux comprendre
I'impact de la répartition des liens sur la précision de la MGPP utilisée a La Poste, deux
études par simulation ont été faites. Dans chaque simulation, la population cible est la
population des tournées, la population intermédiaire celle des cases et la population Frame
celle des adresses.

La premiere étude montre que 'augmentation de variance de la MGPP double compa-
rée a la MGPP simple optimale dans le cas de La Poste est négligeable quand le nombre
d’adresses par case est constant, indépendamment du nombre de cases par tournée. Si le
nombre d’adresses par case varie de fagon importante selon les cases, la perte de précision
de la MGPP double dépend du nombre de cases par tournée. La perte de précision est alors
plus importante si le nombre de cases varie selon les tournées.

La deuxieme étude cherche a reproduire la situation de La Poste pour évaluer la perte
de précision de la MGPP double par rapport a la MGPP simple optimale, mais aussi de la

MGPP simple optimale par rapport a I'estimateur direct. Les populations sont générées de
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maniere a reproduire la situation observée sur les historiques de La Poste. Cette simulation
montre que la MGPP optimale est un peu moins précise que l'estimateur direct et que
la MGPP double est bien moins précise que la MGPP optimale. L’utilisation d'une MGPP
double non optimale (voir section 1.2.1) par La Poste est donc responsable de la détérioration
de la variance des estimateurs du trafic postal observée depuis 2015 (voir section 1.2.1).
L’utilisation de la MGPP simple optimale dans le cas de La Poste pourrait permettre de
conserver une variance proche de celle de ’estimateur direct. Ce dernier point fait 'objet de

I'article suivant.

Chapitre 3 : Optimal Weights for double Many-To-One Generalized Weight
Share Method

Dans 'article Medous et al. (2023a), précédemment résumé, j’introduis le concept de
MGPP double et je discute des gains en terme de liens observés quand les liens sont de type
TpU. Je note aussi que la MGPP double utilisée par La Poste induit une perte de précision
par rapport a la MGPP optimale.

Dans le chapitre 3, je me pose la question de I'existence de poids optimaux pour la MGPP

double avec double standardisation, c’est a dire des poids standardisés appelés HFM PE ot

QMT i€ Up, j €Uy, k€U, tels que la somme > iUy HFM OthMT Pt satisfait I’équation
(1.1()) :
Z Z Aii’ Z Z GFM opteMT opty Z Z QFM opt(g]\l/[]g/1 optyk
i€Up i'eUp keU jeUn k'eU j'eUn
<SS AT ST 0EMON Ty > ST 050Ny,
i€Up i'eUp keU jeUp k'eU j'eUp

pour toute variable d’intérét vy, k € U, et tout poids standardisé QFM et QJk , 1 € Up,
j € Uy, k € U. Ce probleme est plus complexe que celui de I'existence de poids optimaux
pour la MGPP simple, car il faut étudier deux ensembles de liens. Par souci de simplicité, on
désignera la MGPP double donnée par 'équation (1.14), avec double standardisation, par
MGPP double dans la suite de ce chapitre et dans le chapitre 3.

Je montre que des poids optimaux pour la MGPP double existent pour des liens de
type TpU-TpU (“Tous-pour-Un-Tous-pour-Un”), pour des plans de sondage satisfaisant les
conditions détaillées ci-dessous. Ces conditions sont plus fortes que la A-propriété pour U
telle que définie dans Medous et al. (2023a). La premiere condition est la A-propriété entre
Ur et Uy et la seconde, appelée ci-condition, porte sur les liens entre Uy, et U.

La A-propriété définie entre Ur et U dans Medous et al. (2023a) se définit similairement
entre les populations Ur et Uy,. Soit N la taille de la population Frame Ur et, pour j € Uy,

Ur; la sous-population de Up de taille Np; composée des individus reliés a j. On suppose
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dans ce qui suit la population Up ordonnée selon les sous populations Ur;, j € Uy, et on note

M P— ..
A]j - (A”,)iGUFj,i’GUFj/

en position 4,4’ si i (resp. i') est lié a j (resp j'). Soit ]lj-w le vecteur de taille Np; dont les

la sous-matrice de A de taille Np; X Npj composée des éléments

composantes sont égales a 1. Si les liens entre Upr et Uy, sont de type TpU, on définit la
A-propriété pour Uy, par :
— pour tout j € Uy, Aj-‘/[ est inversible,

— pour j # j' € Un,

AM

Pt = cjj/]lj-w]lj.‘,“ avec c;;; ne dépendant ni de ¢ ni de ¢ (1.15)

La A-propriété pour Uy, permet d’obtenir la décomposition de A présentée dans la figure
1.27, avec AL, k € U les sous-matrices de A utilisées pour la A-propriété entre Up et U
(voir chapitre 2). Cette propriété n’implique pas la A-propriété pour U et on rajoute une
condition sur les liens entre Uy, et U pour obtenir des poids optimaux.

Pour k € U, on définit par Uy la sous-population de Uy, de taille Ny contenant tous
les individus j € Uy, liés a k. On suppose les individus de Uj; ordonnés selon ces populations
(voir la figure 1.27). Soient les sous-populations Upy, k € U, de U, définies dans Medous
et al. (2023a), avec Upy contenant les individus de Up reliés a k € U. Si les liens sont de
type TpU-TpU, Ur est ordonnée selon les sous-population Ugj, j € Uy, et Uys est ordonnée
selon les sous-populations Uy, k € U, alors Ug est ordonnée selon les sous-populations Ugy,
kel.

Si les liens sont de type TpU-TpU, on dit qu'un plan de sondage satisfait la ¢;-condition
s’il satisfait la A-propriété pour Uy, et que, pour tout j et j° € Uy, liés respectivement a k

et k' € U tels que j # j', la constante ¢;; donnée par la A-propriété pour Uy, vérifie :
i’ = Ckk!

avec ¢ ne dépendant ni de 7 ni de j' et ¢ = ¢. La ¢p-condition est vérifiée pour les plans
de Poisson et SASSR, ainsi que, sous certaines conditions (détaillées dans le chapitre 3),
pour le STASSR.

Si la cg-condition est vérifiée, alors je montre qu’il existe des poids minimisant la va-
riance de l'estimateur MGPP double pour toute variable d’intérét et que ces poids optimaux

prennent la valeur suivante :
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FIGURE 1.27 — Décomposition de la matrice A dans le cas TpU-TpU.
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ol la valeur de ¢ est donnée par la ci-condition et 6;; P i e Up, j € Uy, sont les

poids optimaux pour la MGPP simple entre Up et Uy, donnés par I’équation (1.12).

La différence entre la variance de 'estimateur MGPP double utilisant des poids éf;M et
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ij , 1 € Up, 7 € Uy, k € U, quelconques et la variance de l'estimateur MGPP double

utilisant les poids optimaux définis par 1’équation (1.16) est obtenue en remplagant les poids
07" par > et éF.MéMT dans 'équation (1.13).
Cependant, si on compare un estimateur MGPP ¢,

5F M,opt
optimaux 6;;""%

fEMoPt Ghtenu en utilisant les poids

donnés dans (1.16) et des poids quelconques §%T avec l'estimateur MGPP

double optimal, alors la différence de variances se simplifie comme suit :

O, O, 2 1
Var( FEM, pt> Var Z yk Z ( QMT pt) <]1Mt(AM)—1]lM —Ck> . (1.17)
j j J

keUr  jeUnm

Les poids optimaux pour la MGPP double donnés dans (1.16) permettent d’obtenir la
méme précision que l'estimateur MGPP simple optimal tout en réduisant le nombre de liens
observés. Cependant, ces poids ne sont calculables que si Iinformation 1}*(AM)~'13/ /(1
13 (AY)1Y) est disponible pour j € Uy Pour le plan SASSR, les poids optimaux
prennent une forme tres simple :

(GNSM’Opt)ieUFj = 1/Np; si i et j sont liés, 0 sinon, et

HMTOPt Npj/Npy si j et k sont liés, 0 sinon,
avec Np; le nombre d’individus ¢ € Uy liés a j € Uy et Npy le nombre d’individus j € Uy

liés a k € U. Si les liens sont de type TpU-TpU, Ngp = >
eMT opt

jevse Nrj- 11 faut donc connaitre

Nrpj pour tout j € Uy li€ a k pour calculer

Pour La Poste, Np; est le nombre d’adresses dans la case j et Npj le nombre d’adresses

dans la tournée k. Pour calculer les poids QMT ort

, il faut connaitre le nombre Ng; d’adresses
contenues dans la case j pour toutes les cases j € Uy, liées a la tournée k. Cette information
n’est pas disponible et il faut, pour 'obtenir, compter les adresses contenues dans les cases
liées a la tournée k. Cela revient a compter toutes les adresses desservies par la tournée k et
La Poste fait donc face au méme probleme qu’avec la MGPP simple.

Pour pallier ce probleme, je propose des poids alternatifs pour la MGPP double, qui
permettent de limiter la perte de précision des estimateurs comparés aux estimateurs MGPP

éEM,opt

double optimaux. En pratique, les poids optimaux ¢;; , 1 € Up, j € Uy sont déja calculés

par La Poste dans SYCI 2, je me concentre donc sur des poids alternatifs aux poids optimaux

éMT,opt
Jk )
Soit une variable auxiliaire x définie sur Uy, dont la valeur z; est disponible pour tout
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7 € Upr. On définit les poids alternatifs suivants pour tout j € Uy et k € U

€5 . e s
—7  sijliéak,
FMTalt 2 €U L'
ik -
0 sinon.

En me basant sur la différence de variances donnée par (1.17), je propose deux fagons de
sélectionner la variable auxiliaire x utilisée pour calculer les poids alternatifs é%T’alt.

La premiere méthode consiste a choisir x corrélée au poids optimal non standardisé
(H%T’OP t) jeun.kev- Dans le cas de La Poste, cela revient a sélectionner la variable  la plus
corrélée au nombre d’adresses par case. La Poste observe le nombre d’adresses par case et
d’autres informations sur les cases (voir section 1.2.2) pour les cases indirectement échan-
tillonnées dans SYCI 2. La corrélation est donc facilement calculable a partir de I’échantillon
ou, dans le cas de La Poste, a partir d’un historique de données. Cependant, cette méthode
ne prend pas en compte I'impact de y sur la différence de variances et peut donc donner de
mauvais résultats si y prend de grandes valeurs (voir section 3.5).

Les liens étant de type TpU, il n’y a qu'une unité k € U liée a 7 € Uy, et il est possible

op

de calculer les valeurs g; = ykéj\gT * pour les unités de Uy,. La seconde méthode proposée

consiste a choisir x corrélée a la variable § prenant les valeurs g; pour j € Uy Cette
méthode permet de prendre en compte 'impact de y, mais la valeur §%T’°p " étant inconnue,
I’hypothese que la variable x est corrélée a g est invérifiable en pratique. De plus, la variable
x choisie dépend de la variable d’intérét et il faut recalculer les poids alternatifs si la variable
sélectionnée change selon les variables d’intérét.

J’appuie cette discussion sur des simulations basées sur les données de La Poste (voir
section 3.5.3). Cette étude par Monte-Carlo montre que la premiere méthode donne des
estimateurs plus précis que la deuxieme méthode quand les corrélations sont élevées, alors
que la deuxieme méthode donne des estimateurs plus précis quand les corrélations sont
faibles. Elles montrent aussi que, dans le cas de La Poste, le seuil de corrélation pour que
la deuxiéme méthode donne des estimateurs plus précis que la MGPP double actuelle est
faible, alors qu’il est plus élevé avec la premiere méthode. Cette étude permet une meilleure
compréhension du probléme de réduction de la variance pour la MGPP double, mais il reste
difficile d’améliorer la précision des estimateurs a La Poste a I’heure actuelle. Certaines bases
de données (dont RAO, voir section 1.2.2) contiennent des variables auxiliaires qui semblent
fortement corrélées au nombre d’adresses par case, comme un nombre d’adresses par case

théorique, mais qui ne sont pas encore exploitables.
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1.3.2 Intégration statistique de données

Une part importante de mes travaux de theése a porté sur 'utilisation des bases de données
massives dont dispose La Poste, avec en priorité la base TAE (voir section 1.2.2). Dans
la section précédente, on a montré que des données auxiliaires peuvent étre utilisées dans
le calculs des poids de la MGPP double. Les données auxiliaires sont alors utilisées pour
améliorer la méthodologie actuelle sans la modifier. Cependant la réduction de variance
apportée par cette méthode est limitée, car on peut, au mieux, obtenir ’estimateur MGPP
double optimal.

Dans cette section, je propose une nouvelle méthodologie basée sur 'utilisation des don-
nées disponibles dans TAE. Les résultats présentés seront publiés dans 'article “QR Predic-

tion for Statistical Data Integration”(Survey Methodology, a paraitre).

Chapitre 4 : QR Prediction for Statistical Data Integration

La littérature sur l'utilisation de bases de données massives en sondage considere le
cas ol les valeurs des variables d’intérét sont connues pour tous les individus des bases de
données non probabilistes (Kim and Tam, 2021; Beaumont, 2020). Or, les données de La
Poste, TAE (voir Section 1.2.2), sont collectées par les machine de tri. Certaines variables
d’intérét considérées par La Poste, comme le type ou le montant d’affranchissement, ne sont
pas reconnues par les machine et leurs valeurs pour les individus de TAE ne sont donc pas
connues. Dans cet article, je commence par étudier certains estimateurs proposés par Kim
and Tam (2021), puis je propose un estimateur du total T, adapté aux données postales
inspirés de 'estimateur QR introduit par Wright (1983) et Sédrndal and Wright (1984).

Soit sp un échantillon probabiliste tiré avec un plan de sondage p(.) et syp un échantillon
non-probabiliste de taille Nyp. On note g, k& € U (resp. mpp, k, k' € U) les probabilités
d’inclusion dans sp de premier (resp. second) ordre et d; l'indicatrice d’inclusion dans syp,
ou 0, = 1 si k appartient a syp, 0 sinon. On suppose que la valeur de §; est connue pour
tout individu k appartenant a sp.

On suppose dans un premier temps que la variable d’intérét y est connue pour tout
individu de sp et de syp. On note Tnp = > pcoyp Y& = 2rev Ok le total de y sur syp et
Te =T, —Typ le total de y sur U — syp. Si la taille de la population N est connue, Kim

and Tam (2021) proposent l'estimateur suivant :

Topr = Tnp + TS, (1.18)
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p(Ha)

avec Ty Pestimateur de Héjek du total T (voir section 1.1.3) :

Dkesp Ae(1 — 0p)yn
Zk‘ESp dk(l - 5k) .

T8 = (N — Nyp)

Je montre que la différence entre la variance de I’estimateur de HT du total THT,y obtenu
a partir de I’échantillon sp (voir section 1.1.3) et la variance asymptotique de Trp; est

donnée par :

Var(Tyr,) — AVar(Tpp;) = N -5 (Z Sklyr — Yu)? + Y (1= 6) (Yo — YU)2) ;

(N=1n ;& keU
_ 1 - 1
ouYy = I > yk est la moyenne de y sur U, et Yo = NN > (1= 0k)ys est la moyenne
keU keU

de y sur U — syp.

L’estimateur Tpp; est asymptotiquement plus précis, en terme de variance, que I'estima-
teur de Horvitz-Thompson TAHT,y. La Poste souhaite utiliser ’estimateur TpD 7, en utilisant
les échantillons probabilistes tirés dans le cadre de SYCI 2 et TAE comme échantillon non-
probabiliste (voir 1.2.2), afin de réduire la variance de ses estimateurs actuels et limiter
I'impact de la réduction future des tailles d’échantillons (voir section 1.2.1). Cependant, La
Poste ne dispose pas la valeur de y pour les individus de Traitement Automatisé de I’'Enve-
loppe (TAE). La Poste ne peut donc pas utiliser Tepr tel quel.

Dans la deuxieme partie de Medous et al. (2023b), on suppose que les valeurs de y sont
connues pour les individus de sp mais inconnues pour les individus de syp. On suppose aussi
que l'intersection entre sp et syp est non vide, ce qui est le cas a La Poste car la base de
données TAE contient 90% des lettres distribuées (voir section 1.2.2). Dans cette partie, je
cherche a adapter 'estimateur Tp pr aux données de La Poste.

On suppose qu'un vecteur @y = (Xi1,..., Xp,)" de variables auxiliaires est disponible
pour tout individu k € syp et que les valeurs de d;, et dpa; sont connues pour tout individu
k € sp.

L’idée présentée dans Medous et al. (2023b) est de remplacer les valeurs yx, k € syp dans
I'équation (1.18) par des prédictions g, obtenues en modélisant y en fonction des variables
auxiliaires sur l'intersection s, N syp. On obtient alors un prédicteur TN p du total Tiyp.

On suppose le modele suivant :
yr = B+ep, k€ syp, (1.19)

ou les erreurs ¢y sont indépendantes, d’espérance E,, () = 0 et de variance Var,,(¢;) propor-
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tionnelle a v(x)) = v, pour une constante positive vg. L’indice m indique que l'on considere
I’espérance et la variance sous le modele 1.19.
Soit qx, k € U des constantes positives connues. On définit le prédicteur de y,, k € U

suivant :

avec

B = (Z Qkékwkwg) (Z qkdka:kyk) , (1.20)

kesp ke€sp

ou la matrice 3 e, qQ0rTrx, est supposée inversible pour tout échantillon sp. Je propose
dans Medous et al. (2023b) d’utiliser un prédicteur de type QR, introduit par Wright (1983) :

P — > 8k + Y i0k(ye — Ox)

keU kesp
= Z 51«’1323 + Z %0k (Y — 331—!6)7 (1.21)
keU kesp

ou rg, k € U sont des constantes positives connues.

Ce prédicteur est sans biais sous le modele 1.19 (voir chapitre 4). En pratique, on préfere
détailler le biais du prédicteur QR sous le plan.

Afin de pouvoir étudier le comportement du prédicteur T](V(;});R) sous l'inférence du plan de

sondage, on suppose qu’il existe un vecteur A € R? tel que
(QR): 1 —mpr = qukw;)\ pour tout k € syp. (1.22)

Cette condition, appelée (QR) condition dans Medous et al. (2023b), permet de simplifier

I’expression du prédicteur QR comme suit :

~(QR ~(Qm
@ -1,

avec

TN =Y Gl B+ Y didilye — @l B) (1.23)
keU kesp
ol dk = 1/7Tk
Wright (1983) et Sarndal and Wright (1984) ont montré que, sous certaines conditions, le

prédicteur QR défini par (1.23) est asymptotiquement sans biais. Les conditions nécessaires,
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ainsi que les preuves, sont détaillées dans le chapitre 4.

Le total T}, est estimé par :

A

~(QR ~(Ha
TR = 7Y 4 75, (1.24)
Dans le chapitre 4, je montre que Ty(QR) a des propriétés de biais similaires a celles de
P(QR)
NP -
Si la condition (QR) est vérifiée, et sous des hypotheses sur le plan de sondage et les

variables y et @, 'erreur d’estimation peut étre approchée par :

1 - 1
N(T(Qﬂ) — T) — N (Z dk(Ek + ek) — Z(Ek + €k>) = 0p (1/\/%) ,
kEsy keU
avec (1 6)
5 2wevl = o) yw
Ei = 0k(ye — . B), ex = (1= 0k) (yk_ kif]—NN]; k);
et

-1
= (Z Wkaékmkw;) > ThQOKTLYk-

keU keU

Cette approximation permet d’obtenir la variance approchée de 'estimateur QR :

AVar('f’(Q“)) = Z Z Akldkdl(Ek + ek)(El + 61).

keU leU

Si mp > 0 pour tout k, k" € U, un estimateur de cette variance est donné par :

V(@) =3 o e (B, + é) (B + &),

kEsp lEsp

avec Ek = 5k(yk — :1:,?,@) et ék = (1 — (5k)(yk — Zk’ESP dk/(l — 5k/)yk’/<N — NNP))-
Dans le chapitre 4, on discute du choix des constantes g, et r; et on propose trois options

qui vérifient la condition (QR) donnée par (1.22) :
QG = vyt et vy = dy,
Qi = Uk_l et rp, =1,

qk:(dk—l) etrk—l

Les deux premieres options permettent d’obtenir respectivement ’estimateur Model-Assisted

et Model-Based (Sarndal et al., 1989). La troisiéme option permet d’obtenir Iestimateur
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cosmétique du total T p, introduit par Sarndal and Wright (1984) :

~(Cos ~(Cos ~(Cos
TV =S 0k ™ + Y Gnlye — ™),
keU kGSp

avec @’(Ccos) — ] 3(C) et

-1
BCos) (Z (di — 1)v;15kmkm2> (Z (de — vy 151«%%) :

kEsp kEsp

Une étude sur populations simulées permet de mettre en avant les avantages et inconvénients
de chaque option et de comparer leur efficacité (en terme de biais et variance) par rapport
A Destimateur de HT et 'estimateur Tpp; du total T,.

Une deuxieme étude utilisant les données historiques de La Poste montre des résultats
similaires. Dans le cas de La Poste, I'utilisation d’un estimateur cosmétique du total Txp
semble la plus pertinente. Cependant, on note que l'utilisation de l'estimateur de Hajek
du total T n’est pas la plus adaptée aux données de La Poste, d'une part a cause de sa
sensibilité a la sélection de sp (voir chapitre 4) et d’autre part parce que la taille N de la
population a La Poste est inconnue. L utilisation d’un estimateur de HT du total T est plus

judicieuse pour La Poste et est actuellement a 1’étude.
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Chapitre 2

Many-to-One indirect sampling with

application to the French postal traffic

1

estimation ', modifié pour la these

Abstract

In social and economic surveys, it can be difficult to directly reach units of the target
population, and indirect sampling is often advocated to solve this issue. In indirect
sampling, the sample is drawn from a frame population that is linked to the target po-
pulation, and estimation of target population parameters is typically achieved through
the Generalized Weight Share Method (GWSM). This method provides a weight, for
every unit of the target population, that depends on the one hand, on the sampling
weights in the frame population and, on the other hand, on the link weights between
the frame population and the target population. In the present study, we focus on the
situation in which the units from the frame population are linked to one and only one
unit from the target population (Many-to-One case). This situation is encountered at
the French postal service where addresses are sampled instead of postman rounds. We
aim at understanding of the impact of the link weights on the efficiency of the GWSM
estimators. We derive variance expressions and optimality results for a large class of
sampling designs. Moreover, we note that the Many-to-One case can lead to too many
links to observe. We alleviate the problem by introducing an intermediate population
and double indirect sampling. The question of the loss of precision in this situation
is discussed in detail through theoretical results and simulations. These findings help
to explain the loss of precision of double GWSM estimators observed recently at the

French postal service.

1. Article de E.Medous, C.Goga, A. Ruiz-Gazen, J.F Beaumont, A. Dessertaine et P. Puech, 2023, publié
dans The Annals of Applied Statistics, 17(1) :838-859
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2.1 Introduction

In France, at the postal service (La Poste), only part of the postal traffic goes though
an automatized processing. The monthly postal traffic is unknown and is estimated through
probability-based surveys. For many years, La Poste has drawn samples directly in the popu-
lation of postman rounds, which is considered to be the population of interest or the target
population. Since 2008, the organization of postman rounds has changed and is no longer
stable over time. Sampling directly in the target population has become impossible, and the
sampling design has evolved to an indirect sampling design where the frame population is
the population of postal addresses.

Indirect sampling has been extensively studied in the survey sampling literature; see
Deville and Lavallée (2006), Lavallée (2007), Kiesl (2016) and Haziza and Beaumont (2017)
for a general theory and reviews with many references inside. As described in Kiesl (2016),
indirect sampling has many applications, including household panels : Kalton and Brick
(1995); Rendtel and Harms (2009) and hard-to-reach populations : Deville and Maumy-
Bertrand (2006) for tourism and De Vitiis et al. (2014) for the homeless population. The use
of indirect sampling at La Poste, has been introduced in Dessertaine and Fluteaux (2004) and
Lardin-Puech (2014). A useful estimation method in the context of indirect sampling is the
Generalized Weight Share Method (GWSM), as detailed in Deville and Lavallée (2006). It
consists of using the links that relate the frame and the target populations, and considering a
total over the target population to be a total over the frame population. The use of standard
methods, such as the Horvitz-Thompson estimator, is then possible and leads to the GWSM
estimator. Kalton and Brick (1995), Deville and Lavallée (2006) and Kiesl (2016), among
others, studied in detail the properties of the GWSM estimator, and in particular the question
of the impact of the link structure and link weights on its variance. Optimality, in the sense
of variance minimization with respect to the link weights for unbiased GWSM estimators,
is discussed at length in Deville and Lavallée (2006). The conclusion is that optimal GWSM
estimators, that do not depend on the variable of interest, cannot be derived for general link
structure. In the present study, we propose to focus on a particular link structure described
below that is of interest at La Poste, and go further into the understanding of indirect
sampling.

At the French postal service, every postal address is linked to only one postman round
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for a given day. This link structure is of a particular type, called Many-to-One (MtO), where
each unit in the frame population is linked to one and only one unit in the target popula-
tion. This situation is also encountered in households surveys where individuals are sampled
instead of households. This link structure is studied in detail in the present paper. We de-
rive the optimal GWSM estimator that minimizes the variance among the unbiased GWSM
estimators, for a large class of indirect MtO sampling designs. This class includes Poisson
sampling, simple random sampling without replacement, and stratified designs, including
the design implemented at La Poste. Moreover, we derive a simple formula to evaluate the
increase in variance when using a non-optimal GWSM estimator compared to the optimal
one.

The weight share method is simple but requires that the links between the indirectly
sampled units in the target population, and the frame population, are known. The problem
faced by the French postal service with MtO links, is that every unit in the target popu-
lation is linked to a very large number of units in the sampling frame. At La Poste, all
addresses delivered during a sampled postman round must be known. On average, there are
approximately 500 addresses per postman round, and it is not possible to enumerate all of
the addresses in the morning, before the departure of the postman.

To get around this problem, La Poste has set up a double indirect sampling design,
using the outgoing mail sorting boxes as an intermediate population. This method is much
faster than simple indirect sampling. Only the addresses of the sampled boxes and the boxes
of the sampled rounds are to be observed, which is approximately 60 items on average,
compared to the 500 for simple indirect sampling. Given the situation at La Poste, double
indirect sampling is an alternative to a time consuming simple indirect sampling design. This
alternative is necessary to be able to collect the data. However, using this method, La Poste
observed a deterioration in the precision of the estimators. The goal of the present paper is
to understand the loss of precision observed at La Poste, but also to give guidelines for the
implementation of an efficient double indirect sampling design.

In Section 2.2 of the present paper, we consider a large class of indirect MtO sampling
designs. We derive the optimal GWSM estimator and give a simple expression of the diffe-
rence in the variances between the optimal GWSM estimator and any non-optimal unbiased
GWSM estimator. For Poisson sampling, we also prove that the optimal GWSM estimator
is less precise than the direct estimator. The result on optimal GWSM estimator is used
in Section 2.3, where we introduce and compare double indirect MtO sampling with simple
indirect MtO sampling with optimal link weights. In the same section, we detail situations
where there is a gain, in terms of the smaller number of links to observe, from using double

indirect sampling compared to simple indirect sampling. In Section 2.4, we define several
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setups and illustrate, through a Monte Carlo study, the impact of double indirect sampling
on the precision of the estimators. Depending on the link structure, we observe that there
could be no loss at all, or, on the contrary, an enormous loss of precision. In Section 2.5,
we also give numerical results in a context similar to La Poste. These results allow us to
explain the loss of precision observed at La Poste, when using a double indirect sampling
design compared to a simple direct sampling design. Section 2.6 concludes the paper while

the proofs are given in the Appendix.

2.2 Indirect sampling

2.2.1 GWSM

In some surveys, it is not possible to sample directly from the target population Ur.
However, a sampling frame can exist for a population Ug, that is related to Ur in such a
way that any unit in Ur is linked to at least one unit in Up. Indirect sampling refers to
selecting a sample sg from Up by using standard selection methods and derive estimators
for parameters defined on Ur. In the case of the La Poste survey, the population of interest
is made of postman rounds on a given day in France, but no sampling frame for the rounds
exists. A sampling frame for postal addresses is however available, and each postman round
contains at least one address.

Let us denote by Nr (resp. Np) the size of Ur (resp. Ur) and by [l the link between
1 € Up and k € Up, with [;; = 1 if the units ¢ and k are linked, and [;; = 0 otherwise. Units
from Up can be linked in several ways to units from Ur (Deville and Lavallée, 2006). We
can have “Many-to-One” (MtO) links as on the left panel of Figure 2.1, namely each unit
from the frame population U is linked to only one unit from the target population Ur. We
can have “One-to-Many” links as on the middle panel of Figure 2.1, namely each unit from
Ur is linked to only one unit from Up. Finally, we can have “Many-to-Many” (MtM) links
as on the right panel of Figure 2.1, with units from Up linked to several units in Ur and
reciprocally. In the La Poste survey, an address almost always belongs to only one round and
the links are MtO. Following Deville and Lavallée (2006), we start by making the assumption
that the links between Ur and Ur can be observed for every unit in Ur and every unit in
Ur.

Let y be the variable of interest measured on Ur, and let gy, be its value for the k-th
unit in Ur. We are interested in estimating t, = > <., Y&, the total of y over Upr. A sample
sp is drawn from Up according to a sampling design pg(-). We can associate to sp the

vector (Iy,...,Iy,)" where I; is the sample membership indicator of the individual ¢ from
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Ur  Manyto One Ur ur  Oneto Many Ur vs Many to Many uv»

HEE

FIGURE 2.1 — The different types of links between U and Ur.

Up defined as I; = 1 if i is selected and I; = 0 otherwise. We denote by m; = Pr(i € sp)
the first-order inclusion probability of unit ¢ and by m;7 = Pr(i,i' € sr) the second-order
inclusion probability of units ¢ and i’. We suppose that all of the units ¢ have a positive
inclusion probability m; > 0 and we denote by d; = 1/m; their sampling weights. Two standard
sampling designs are considered in the present paper : Simple Random Sampling Without
Replacement (SRSWOR) of size ng, and Poisson design with inclusion probabilities 7;,
1 € Up. For SRSWOR, pr assigns an equal probability to all without replacement samples
of size np and zero otherwise. The sampling weights are equal to d; = Np/ng for all i in
Ur. For Poisson sampling, the variables [;’s are independent and distributed as Bernoulli
random variables with parameter ;.

The sample sp in Up leads to a sample sp in Ur, which is made of the units in Uyp
linked to at least one unit in sp. However, the sampling design pr(-) which governs the
selection of sy, as well as the associated first-order inclusion probabilities, may be difficult
to derive (Deville and Lavallée, 2006). Fortunately, as we will see in the next paragraph, for
the GWSM estimators only pr(-) and the associated inclusion probabilities are needed for
the estimation of ¢, and pr(-) will not be used.

Consider, for all 1 € Ur and k € Ur, some non negative link weight 6, associated to the
link l;; between Ur and Ur, such that 0, is positive when [;; = 1 and #;; = 0 otherwise.
We define the standardized link weights éik = O/ >ievy O which satisfy the constraint
Y icUp éik = 1. To compute the standardized link weights HNZ-;C for a given k in Ur, one needs to
know ey, O, which implies that the units ¢ in Up linked with & must be known. We can
take as an example 0;, = l;;,, and in this case, standardization implies that the number of
units ¢ in Up linked with £ is known. More general weights can also be considered ; see Deville
and Lavallée (2006) and Haziza and Beaumont (2017). The total ¢, can then be written as
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the total on U of the variable > ;.. éikyk,i € Up, as follows :

= Z Yk = Z (Zéik:)yk: Z (Z éik:yk)-
keUr keUr \ieUp i€Urp \keUr

The estimation of ¢, can be obtained by considering standard estimators based on the sample

sr selected from Up. The Horvitz-Thompson (HT) estimator of ¢, is given by

1ESE keUr

and it estimates unbiasedly the total ¢,, provided that the link weights 0,0 € Up, are
standardized. This estimator is the Generalized Weight Share Method (GWSM) estimator,

and it was studied by Deville and Lavallée (2006). It can also be written as follows :

i:yl = Z fékyk

keUr

where fgk = Z diéik is the HT estimator of the total tg, = Yicur ém =1, for all k in Ur. To
1ESE
calculate fyl, we only need to standardize the link weights that correspond to the sampled
units k in Urp.
Let us denote
T3 — T34 ..
Aiilzi, Z,’L/E UF.

T T4

The variance of the GWSM estimator fyl is given by :

Var Z Z Am Z elkyk Z elk/yk'

i€eUri'eUp keUr k'eUr

Interestingly, this variance can be rewritten as :

Var(t,) = > > ykyw Cov( t9k7t9 ) (2.2)

keUr k' eUr

where

Cov(lg, t5,) = > > Aw Ot -

i€Up i'eUp
The variance expression (2.2) is similar to the variance in the case of a direct sampling
design on Ur. However, while for direct sampling, the covariance involved in the double sum

is between the sample membership indicators weighted by the sampling weights, for indirect
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sampling, the covariance is between the HT estimators of the link weights totals.
Deville and Lavallée (2006) were interested in finding the optimal weights 87 that mi-

nimize the variance Var(f,;) for any survey variable y, namely
Var(4') < Var(t,,), for all y, (2.3)
where

1€ESE keUr

i =>"4q ( > éfz?%)
is the GWSM estimator obtained by using the optimal link weights 0%, i € Up, k € Uy. Such
a criterion is called strong optimality criterion and the optimal weights derived in this way,
if they exist, should not depend on the survey variable y. However, the optimal link weights
satisfying (2.3) might not exist, even for particular sampling designs such as Poisson or
SRSWOR sampling designs (see Deville and Lavallée, 2006). Therefore, Deville and Lavallée
(2006) suggested the weak optimality criterion which consists in finding the weak-optimal
weights 057" which minimize the variance Var(f,;) for the particular variables y such that
yr = 1 for a unit ¥ € Up and y = 0 for k' # k € Ur. We obtain for these particular
variables :
b= dibin = 15,
i€sp
wopt

Thus, the weak-optimal weights 8% are the weights that minimize the variance of fék :

(04" ;cp, = arg _min Var(fgk), for all k € Ur. (2.4)
eik,iEUF
Deville and Lavallée (2006) derived weak-optimal link weights for Poisson and SRSWOR,

and noticed that the weak optimality is a necessary condition for strong optimality.

2.2.2 MtO links and optimal weight links

The strong minimization problem previously mentioned becomes easier to handle when
the links between Ur and Ur are Many-to-One. With MtO links, every unit from Up is linked
to only one unit from Ur, and we can order the units in Ur with respect to their common
linked unit in Up. For a given unit k& € Uy, let us denote by Upy, with size Ny = > e, liks
the set of units ¢ in Up that are linked to k. In what follows, we consider that units in Ug

are ordered according to these subpopulations. Let A = (Ayr) be the matrix of size

ii'eUp
Np x Np. Thanks to this ordering, we can consider the submatrix Apy = (Aii)iep,., P EUpy

of A corresponding to elements in positions ¢ and i’ such that i (resp. ') is linked to k (resp.



76 CHAPITRE 2. INDIRECT SAMPLING

k'), for all k (resp. k) in Up. For simplicity, we denote Ay the A square submatrix with
size Npj. With MtO links, the submatrices Ay, k, k' € Up, form a partition of A, namely

A= (Akk’)k,k’eUT :

Let 1; be the Npg-dimensional vector of ones. For MtO links, a sampling design is said to
satisfy the A-property if, for all k£ € Uy, A, is invertible and, for k # k' € Up, we have

Ay g = o151}, with ¢ not depending on i and 7' (2.5)

The A-property holds for Poisson sampling, SRSWOR and stratified SRSWOR under
conditions detailed below.

For Poisson sampling from Up with inclusion probabilities 7;,7 € Ur, Ay is diagonal with
positive terms, thus invertible, and ¢y = 0 for all k # k' € Up. For SRSWOR of size np
from Up, Ay is invertible as soon as Ny > 1, as can be seen in Deville and Lavallée (2006),
page 174. If we denote f = np/Np, we have

1= 1

Ckk = _TNF_l,

which does not depend on ¢ and ¢/, for all £ # k' € Uyp. For stratified SRSWOR with H
strata of size Nj, in Up, h = 1,..., H, let us denote f, = ny,/N,. The submatrix Ay .k
cannot generally be written as ¢y 1;1%,, especially if k is linked to one unit ¢ from stratum
h and one unit ¢ from stratum A’ # h. The A-property holds if we assume that, for all k£ in
Ur, all units ¢ linked to k£ belong to the same stratum h and if, for each stratum h, there are

at least two units of Uy linked to h. Then Ay is invertible, and we have

1—f, 1

f N, 1 if all units in Up linked to k and k" are in the same stratum h
h h—

Ckk' =

0 otherwise.

Thus, ¢y does not depend on ¢ and 4/, for all k # k' € Urp.

The first part of Proposition 2.2.1 gives an expression of the variance of the GWSM
estimator while the second part gives the optimal link weights, in the MtO case, for sampling

designs that satisfy the A-property.

Proposition 2.2.1. If the links are MtO and the sampling design satisfies the A-property,
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then :
Var(fyl) == Z y,% Var(fgk) + Z Z YeYk' Crk’ - (26)

keUr keUr k'#keUp

where fgk =3 d;0;1. is the HT estimator of the total tg, =1 for all k € Up.

Moreover, there is a unique set of optimal link weights verifying the strong-optimality

1ESF
criterion given in (2.3), given by

5 -1
(Q?Ift)iEUpk - Alzl]lk (]li;Alzl]lk) 5 fO’f’ all k € UT.

The second term in the right-hand term of (2.6), does not depend on the link weights.
As a consequence, minimizing the variance of fyl, regardless of the variable y is, is equivalent
to minimizing Var(fgk) for all k£ in Ur. Using the terminology introduced by Deville and
Lavallée (2006) (see also relations (2.3) and (2.4)), this result means that, for MtO links
and sampling designs that satisfy the A-property, weak-optimality of the link weights is
equivalent to strong-optimality and the link weights will be simply called optimal in the
following.

For Poisson sampling, we have A;; = (1 — 7;)/m; and the optimal link weights are equal

to :

lir/ Asi
Sievp lin/Diir”
for all © € Up and k € Ur. For SRSWOR sampling, the optimal link weights are equal to
~§’,§t = li/ Yievy lik, for all i € Up and k € Up. Details on the derivation of these optimal
link weights can be found in Deville and Lavallée (2006). For stratified SRSWOR with the
assumptions previously mentioned, it is easy to prove that the optimal link weights are the

same as those for SRSWOR by following the proof in Deville and Lavallée (2006).

nopt
eik: -

(2.7)

Consider now the GWSM estimator #,; given in (2.1) and computed with some standardi-
zed link weights 0,1, 7 € Up, k € Up. Consider also the optimal GWSM estimator denoted by
tA;I{t, and computed with the optimal link weights 67, For MtO links and designs that satisfy
the A-property, it is possible to derive a new formula for the loss of efficiency between fyl
and tAZZ{t. This loss can be expressed as a simple function of the variances of the HT estimator
of t5, _gort = Sicvn Ok — OF) = 0, k in Ur.

Proposition 2.2.2. If the links are MtO and the sampling design satisfies the A-property,
then the loss of efficiency compared with optimal link weights éf,ft, 1 € Up,k € Up, is given

by :

As mentioned before, the matrices A derived with Poisson and SRSWOR, designs satisfy
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the A-property. Thus, we can compute easily the loss of efficiency between tyl and tZ’l’t as
formulated in the following corollary.
Corollary 2.2.1. If the links are MtO and if the sampling designs are Poisson or SRSWOR,

topt

then the loss in efficiency between ty1 and t,; has the expression given in Proposition 2.2.2.

For Poisson sampling, we have :

Var(ty) — Var(E5) = Y i Z ‘7T¢ (B3, — 072,

keUr i€Up ?
For SRSWOR, we have :
Var(t,) — Var(E5) = ¢ > yi Y (0u — 050,
keUr 1€Ur
1 1 1
here ¢ = N2 ( - > .
where ¢ et v I |

The previous expression for SRSWOR can be easily adapted to stratified SRSWOR under

the assumptions mentioned previously.

2.2.3 Comparison of direct and optimal indirect MtO sampling

designs

It is not possible to compare theoretically the variances of simple indirect and direct
estimators for general sampling designs even if we restrict ourselves to MtO links.

However, for Poisson sampling, we prove in Proposition 2.2.3 that the variance of the
direct HT estimator is always smaller than the variance of the simple GWSM estimator
when using optimal link weights. Let us consider a Poisson sampling design in Up with first-
order inclusion probabilities 7;, i € Up. Because of the independence between the inclusion
indicators, this sampling design induces a Poisson sampling design on Ur. Accounting for
the MtO links between Up and Ur, we can calculate the probability of inclusion of every
unit k£ € Ur. We have that

T, = P( at least one i € U linked to k is sampled in sp) = 1 — ey, (1 — ;).

Proposition 2.2.3. Let us consider a sample sg drawn in a population Ug, using a Poisson
sampling design with inclusion probabilities 0 < m; < 1. Let Ur be another population associa-
ted to Up through MtO links ;.. The sample st deduced from sg using the MtO links between
Ur and Up can be considered as drawn in Ur, using Poisson sampling with inclusion proba-

bilities m, = 1 —ep (1 — 7ri)l““. The variance of the direct HT estimator, fy = Ykesp Y/ Tk
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A~

is smaller than the variance of the GWSM estimator t?ﬁt = Dicsp 2keUr 07"y /7; calculated

with optimal link weights given in Equation (2.7).

As already stated, for Poisson sampling and MtO links, the optimal link weights lead to
the smallest possible variance of the simple GWSM estimator for any variable of interest.
So, under the assumptions of Proposition 2.2.3, the simple indirect estimator is always less

precise than the direct estimator.

The MtO case is interesting because it is possible, at least for Poisson sampling, to com-
pare the direct and the indirect sampling designs. Moreover, for several standard sampling
designs, it is possible to define optimal link weights and to calculate the exact loss of preci-
sion when using non-optimal link weights. However, when the number of units in the frame
population linked with a unit in the target population is large, all of the links might be not
observable, and an MtO indirect sampling could be very costly or even unfeasible. This pro-
blem arises for the La Poste survey in which the number of addresses per postman round is
500, on average, and where it is not possible to enumerate all addresses before the departure
of the postman in the morning. One solution is to use a double indirect sampling design as

detailed in the next section.

2.3 Double indirect sampling

2.3.1 Double GWSM

Double indirect sampling or indirect sampling in two steps (see Deville and Lavallée,
2006) consists of introducing an intermediate population Uy, in between the frame and the
target populations, and using the same principle as for simple indirect sampling. There could
be various reasons for introducing such a population. One reason could be that the target
population Ur units are only reachable through U,;. Another reason could be to simplify
derivations. For example, Deville and Lavallée (2006) introduces an artificial intermediate
population to simplify the search of an optimal standardized link matrix. In the La Poste
survey, the objective is rather to decrease the number of links to observe. At La Poste, the
intermediate population is a population of mail sorting boxes. Every morning, postmen sort
the letters into boxes and deliver the letters from their allocated boxes (see Figure 3.2). The
population of boxes is used as an intermediate population U, to link the addresses from the
frame population Ur to the postman rounds from the target population Ur.

Let Ny be the size of the intermediate population Uys. Let " be the link between
1 € Up and j € Uy and let Z%T be the link between j € Uy, and k € Up. A unit ¢ from the
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Addresses Boxes Postman's rounds

1 rue Cauchy

3 rue Fermat

7 rue Bernoulli

15 rue Euler

20 rue de La Poste

FIGURE 2.2 — The frame, intermediate and target populations at La Poste.

frame population Ug could be linked to a unit k from the target population Uy by means of
the unit j from the intermediate population. The three populations Ur, Uy, and Ur could be
linked in various ways, as in simple indirect sampling with MtO, OtM and MtM links (see
Figure 2.1).

As in Section 2.2, we consider non negative link weights 6;; associated with the links [;
between Ur and Ur such that 6;; is positive when [;;, = 1 and 0, = 0 otherwise. We consider
also the non negative weights 6" associated with the links ;" between Ur and Uy such
that 67" is positive when [ = 1 and 0;; = 0 otherwise. Finally, 67" are non negative
weights associated with the links between Uy, and U7 and are defined in a similar way. With
this double indirect sampling design, it can be seen that the links between units ¢ from Up

eFM

and k from Ur are weighted by 3 ,c1,, i, and this link weight could be different from
the link weight 6;; used in simple indirect sampling.

Let 6, be the standardized link weight used in simple indirect sampling from Up to
Ur, namely ZzeUF i = 1 for all k& € Up. We denote by 9” ,

weights between Ur and Uy, respectively Uy and Up, such that the link weights used in

respectively G%T, the link
double indirect sampling between the frame population Ur and the target population Uz are
normalized, namely > e, 2 jev,, 9F M MT = 1 for all k£ € Ur. Note that this standardization
does not require us to standardize each set of links Hij and ij . However, to obtain these
standardized link weights, for a given k in Ur, one needs to know the sum of the link
weights of units from Uy linked to k passing by the intermediate population Uy;, namely
Yicup 2jeuy, Ui 05" should be known. The finite population total ¢, of y can then be written

as a total on the frame population Ur as follows :

Y-y (z 5 i MT)yk— > (z 5 ewew)

keUr keUr i€Ur jeUpn i€eUp keUr jeUpy
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An estimator of ¢, can be derived easily by using the unbiased HT estimator as follows :

b= > d; (Z S 05T yk) (2.8)

1ESE keUrp jeUyp

We call fyg the double GWSM estimator, and its variance is given by :

Varf Z Ny Z Z GFMHMTy Z Z 9FM 1‘7,€T/yk/

i,i'eUp keUr jeUns k'eUr j'€Upy

2.3.2 MtO links

In this subsection, we focus on MtO links between the frame and the target populations.

Comparing expressions (2.1) and (2.8), we can deduce that the double GWSM estimator 7,

FMAOMT
frguT.

Assuming that the sampling design verifies the A-property, we can apply Proposition

can be viewed as a simple GWSM estimator with link weights 0, = > icun Vi

2.2.2 to determine the differences of the variances between double and simple GWSM. Thus,
Proposition 2.2.2 shows that, for any variable of interest y, the optimal simple GWSM
estimator is always better than the double GWSM estimator. The loss of efficiency of the
double GWSM estimator with respect to the optimal simple GWSM estimator depends on
the variances of the HT estimators > ;c,, di(X;cp,, HFM MT — 67" for k € Up. This loss
depends on the configuration of the link weights used in the double indirect sampling. If the

QFM OMT

ik, are close to the optimal simple indirect

double indirect sampling weights, >y,
sampling weights, 9?,5 * for all i € Up, then the use of a double GWSM estimator will cause
a small loss in precision. Otherwise, the loss could be substantial.

In the following subsection, we describe a particular double indirect sampling design that
requires fewer links than its simple indirect sampling counterpart while maintening the same

precision.

2.3.3 MtO-MtO links and double standardization

Consider the MtO-MtO case where the links between the frame and the intermediate
population are MtO, and the links between the intermediate and the target population are
also MtO. This case implies that the links between Ur and Ur are MtO. In this situation, the
double GWSM estimator has a simple expression, since a unit ¢ from the frame population
is linked to a single unit j from the intermediate population, which is itself linked to a single
unit k& from the target population. Thus, for a given sampled unit ¢ € Up, the sums over the

intermediate and the target populations in the double GWSM estimator 'Eyg given by (2.8),
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Simple GWSM Global standardized GWSM Double standardized GWSM
constraint Z b, =1 constraint Z Z gfj'“é;f =1 constraints Z é{',“ =1 and Z @ﬁ’ =1
i€Up i€Up jeUNy i€Ur JeUM

i€ Urp ke Ur i€ Up jeUn keUr ieUp j€Un ke Ur

number of observed links: 10 number of observed links: 12 number of observed links: 7

FIGURE 2.3 — Number of observed links for each standardization

contain only one non-zero element equal to éijé%Tyk. To compute fyg, we need to compute
only the standardized link weight 6;3"67;" that corresponds to the unique unit k € Ur linked
to the sampled unit ¢ € Up through the unique j € Uy,.

In this MtO-MtO setup, the choice of the standardization method arises and has an im-
pact on the number of links to observe. One can consider link weights éij and éﬁf that
are either both standardized (Zi/GUF NZF/;‘” =1 and >y, ~}f,€T = 1), or globally standardi-
zed (Zi/eUF > iU éﬁ;‘? N;‘,”,CT = 1). Note that if both link weights are standardized (double
standardization), then they are also globally standardized, but the converse is not true. As
detailed below, using MtO-MtO with double standardization could allow for a reduction in
the number of links to observe compared to the MtO-MtO with global standardization, or
even compared to the simple MtO GWSM.

With double standardization, we can derive 0~ij and 3-‘,? separately. To compute grm

i
the links between Up and the units j € Uy, indirectly sampled through ¢ € sgp need to

be observed, which gives the total number of links to observe equal to Np; = > ey, 177"

Similarly, to compute éﬁf, the links between U,; and the indirectly sampled & € Ur must
be observed which leads to Nas, = > jcp,, [7; links to observe. Thus, for MtO-MtO GWSM
with double standardization and for a given unit i € sp, the total number of links to observe
is equal to Np; + Npg. The right plot of Fig. 2.3 shows the links to observe (black links) on
a small example for MtO-MtO with double standardization.

For MtO-MtO with global standardization, we need to observe the links between Upg
and the units j € Uy, linked to the indirectly sampled units k& € s, namely we need to
know 3 icu, Zjreuy lig/ i = Xjreuy, Nrplyy . We also need the number of links between
Uy and the indirectly sampled k € Uz, namely we need to know Ny = >icr,, l;ﬁ’,;f . Thus,
for MtO-MtO links with global standardization, we need to observe > e, Nrjy L3 + Nk
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links. The middle plot of Fig. 2.3 shows the links to observe (black links), for a given unit
1 € s, for MtO-MtO with global standardization.

Consider now simple MtO indirect sampling. A unit ¢ from the frame population can be
linked to a single unit k& from the target population, and the sum over the target population
in the simple GWSM estimator #,; given by (2.1) contains only a non-zero element equal
to O,y To compute fyl, for each unit ¢ € sp, we need to compute the standardized link
weight 0y, that corresponds to the unique unit k& € Uy linked to i € sp. This circumstance
implies that we need to observe the links between the indirectly sampled unit & of the target
population and the frame population ; namely we need to observe a number of links equal
to Npr = Yiev, lik- The left plot of Fig. 2.3 shows the links to observe (black links) for a
given unit ¢ € sp in MtO indirect sampling.

It is possible to compare the number of links between MtO-MtO with double standardi-
zation with simple MtO if we assume that Npy = Npj Ny, Npj > 2 and Ny, > 2. We then
have

Npj + Ny < NpjNyr = Npg, (2.9)

and the double GWSM with double standardization always requires fewer links to observe
than the simple GWSM. Moreover, the smallest number of links to observe with the double
GWSM with double standardization is achieved when Np; = Ny, = N %f, which is the most
favorable situation for the double GWSM.

The assumption Npy = NgjNygy is true if the numbers of links Np; are equal for all j
linked to the same k in Ur. Indeed, if we let '}, denote a positive constant, that does not
depend on j, such that Np; = C}, for all units j € Uy, linked to k in Ur, then,

Npp = Y Ui'Npj = Crp Y 13" = CiNy = Npj Ny, (2.10)
JE€UM JEUM

This remark is interesting as it stands in that when the number of links between U and Uy,
is the same for each unit in Ur, there will be fewer links to observe when using MtO-MtO
with double standardization, regardless of what are the links between Uy, and Uy (see Setups

1 and 3 in Section 2.4).
Furthermore, if the link weights are the link indicators, namely 6" = [;*, 05" = [5;7,
Oix = lix,, and Npp = NpjNyp, then the double GWSM and the simple GWSM estimators

are equal. Indeed,
] L L lin 0 2.11
Z iy ik Z NFj N Npy k ( )

JeUn j€Unm
In such a situation, the double GWSM with double standardization and the simple GWSM

have the same precision, but the double GWSM ensures a gain in terms of the smaller number
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of links to observe. However, if the condition Ngy = Npg; Ny, is not fulfilled, (see Setups 2
and 4 in Section 2.4 for further details), the double GWSM could be less efficient than the
simple GWSM estimator.

For the double GWSM with global standardization, the number of links to observe is
> jeUn l;-‘fkTNFj/ + Ny = Npg + N, which is greater than the number of links to observe
for both, the simple GWSM and the double GWSM with double standardization.

In Fig. 2.3, Npi = 10, Np; = 5 and Ny, = 2. The number of links to observe is 10 for the
simple GWSM (left plot of the figure), 12 for the double GWSM with global standardization
(middle plot) and 7 for the double GWSM with double standardization (right plot). In the
La Poste situation, where the double GWSM with double standardization is used, the gain
is much larger because on average Np; = 500, Np; = 10 and Nypy = 50. Thus, we have
Npj + Ny = 60 links to observe for the double GWSM with double standardization while
it is Npj Ny = 500 for the simple GWSM and Npy + Np, = 550 for the double GWSM
with global standardization.

Double GWSM with global standardization is of poor interest in the context of La Poste.
The loss of precision is not compensated by a gain in the number of links to observe. In what

follows, we focus only on double GWSM with double standardization.

2.4 Simulation study

We have shown in Subsection 2.3.1 that, in the case of MtO links and sampling designs
with the A-property, the loss of precision of the double GWSM compared to the optimal
simple GWSM depends on the variance of the HT estimators }-,;cs,. di(X e, éijQNJ’-‘iT — éf,ft)
for all k € Up. In other words, the increase in the variance depends on the configuration of
the double GWSM link weights 3,cp,, 0
0% In this section, we conduct a Monte Carlo study to analyze the influence of the link

weights on the efficiency of the double GWSM estimator.

FMAOMT

i 0k, compared to the optimal simple link weights

2.4.1 Population and link setups

We have generated three populations, Up, Uy, and Ur as well as the links between them,
to meet the framework assumed in Subsection 2.3.1 as well as at the La Poste situation. At
La Poste, the target population Uy is the population of rounds, the frame population Up is
the population of addresses, and the intermediate population U, is the population of boxes.
All links are MtO, which means that an address can only be in one box and a box in only

one round. There are on average 50 boxes per round and 500 addresses per round. The three
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populations Up, Uy, and Ur were generated in the following way. The target population of
rounds Ur of size Ny = 6958 was obtained from La Poste’s historical data. Then, based on
Ur, we generated the intermediate population of boxes U, of size Ny, = 347900 = 50 x 6 958,
and the frame population of addresses Up, of size Ur = 3479000 = 500 x 6958, together
with the links.

We are interested in estimating the total ¢, = > .cp,. yr of a study variable y which
is a particular measure of the postal traffic obtained from La Poste’s historical data. For
confidentiality reasons, the study variable y was transformed.

We considered different setups of MtO links between Ur and Uy, and between U,; and
Ur. For ease of comparison, we kept unchanged the links between Ur and Ur in all scena-
rios. In this double indirect sampling design, additional care must be taken to ensure that,
if unit ¢ € Uy is linked to & € Ur in simple indirect sampling case, then it must be linked
to k € Ur for double indirect sampling also. There is a link between Ug (resp. Up, Uys)
and Ur (resp. Uy, Ur) when an address (resp. an address, a box) is part of a round (resp.
a box, a round). The first set of links was generated between Ur and Ur, and is such that
the number of addresses Np, in a round k of Ur is equal to 500, for all rounds k € Ur.
Thus, Npr = >jevy, Z%TNFj = 500, where Np; is the number of addresses in the box j.
This configuration means that all units from the target population have the same number
of links with the frame population. As detailed in Subsection 2.4.2; the advantage of this
simplification is that, under some supplementary assumptions on the populations and on
the inclusion probabilities that are true in our setting, the simple GWSM estimator has the
same expression as a direct HT estimator. To study the effect of the links structure on the
efficiency of the double GWSM estimator, we created four different setups of links with the
intermediate population. The links between Up and Uy, (resp. Uy and Ur) were generated
either uniformly or not. The links between Ur and the boxes j of Uy, are called “uniform”
when there is the same number of addresses, Np;, in all boxes j of Uy, that are part of the
same round k of Ur. They are called “non-uniform” when we generate one address in all
boxes of U, that are part of the same round of Ur, except for one box j, which contains the
remaining addresses. This last situation is a type of extreme unbalanced case for the number
of links between Ur and Uj,. The links between U,; and U are “uniform” when there is the
same number of boxes Ny per round. The “non-uniform” case is generated by considering
two boxes for 6 286 rounds and 499 boxes for the remaining 672 rounds. Note that we cannot
choose non-uniform links between U,; and Uy with one box or 500 boxes in a round together
with non-uniform links between Ur and U), similar to the ones proposed above. The reason
is that we have set a constraint of 500 addresses per round. Under this constraint, having

one box (resp. 500 boxes) in a round implies having 500 addresses (resp. one address) in each
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box of the round, which corresponds to uniform links between the addresses and the boxes.

The four setups are detailed below (see also Figure 2.4 for graphical examples) :

— Setup 1 : Uniform/Uniform : the number of links between Up (resp. Uys) and Uy
(resp. Ur) is uniform. In this setup, the double GWSM and the simple GWSM esti-
mators are equal, as proved in Subsection 2.3.3 (see (2.11)).

— Setup 2 : non-uniform/Uniform : the links between Up and U); are non-uniform while
the links between U, and U are uniform.

— Setup 3 : Uniform/non-uniform : the links between Up and U); are uniform while the
links between Uy and Urp are non-uniform. In this setup, the Nr; must be rounded as
illustrated on Figure 2.4 (bottom left panel) where, for the second unit in Uy, there
are 6 addresses to divide between 4 boxes, and thus, 2 boxes contain 1 address each,
while the other 2 boxes contain 2 addresses each. Ignoring the rounding of the Ng;,
the relation Npy = Np;Nag, holds (see also equation (2.10)), which allows for the
equality of the simple and double GWSM estimators.

— Setup 4 : non-uniform/non-uniform : the links between Ur and Uy, and between Uy,

and Up are non-uniform.

2.4.2 Sampling designs and GWSM estimators

We consider two sampling designs that satisfy the A-property : the SRSWOR  of sizes
n = 500 and n = 1000, as well as the Bernoulli design (which is a Poisson design with equal
inclusion probabilities) with expected sample sizes equal to 500 and 1000.

Let yi, k € Ur, be a measure of the postal traffic in round £, as mentioned at the beginning
of section 2.4.1. For each link setup, we compare the double GWSM estimator to the simple
GWSM estimator, both computed on samples sp drawn from the frame population U of

addresses :

ty = Z ST Oy, Tty = Z > 9FM > ;V;ICTyk

icsp i keUr icsp i jeUy keUrp

For the simple GWSM estimator, we consider the optimal link weights, which are equal
to ézk = lix/Npy, for SRSWOR and Bernoulli samplings. For the double GWSM, we consider
05N = 1M [Ny and 0247 = 147 /Nagy,.

The above simulation setting facilitates the comparison between the double GWSM es-
timator and the simple GWSM estimator by ensuring that only the double GWSM varies,
while the simple GWSM remains fixed. In fact, the setting makes the simple GWSM very
close to the direct HT estimator in the 4 setups. We compare also the double GWSM es-

timator to the direct H'T estimator as calculated from samples s3. drawn directly from the
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i€Up jeUn keUr ieUp jeUn ke Ur
Setup 1 Setup 2

Uniform number of adresses in a box Non uniform number of adresses in a box

Uniform number of boxes in a round Uniform number of boxes in a round

i€ Up jeUly ke Ur

Setup 3 Setup 4

Uniform number of adresses in a box Non uniform number of adresses in a box
Non uniform number of boxes in a round Non uniform number of boxes in a round

FIGURE 2.4 — The four setups



88 CHAPITRE 2. INDIRECT SAMPLING

target population Ur of rounds using SRSWOR of size nr :

tHT - - .
kess Tk

If the m; are small, the probability of drawing two or more units from Uy that are linked to
the same k in Uy is small and we can approximate 7y by Nggm;. In this situation, every unit
from the target population is generally linked with at most one unit from the sample spg,
and thus, for all k € sy, we have >, [ ~ 1. This hypothesis is true at La Poste because
given the large number of postal addresses in the frame population, we never sample several

addresses from the same round. Thus, we have :

N 1 ~ 1~
b= — > Oy, = Z%Z;Qik

icsp i keUp keUr  i€sp
~ Sy New Yiesp ik Yk

k
T Npg

kEst kest Tk

which means that, in our setting, the simple GWSM estimator is approximately equivalent
to the direct HT estimator for the sample sp. Since this formula does not depend on the

simulation setup, the simple GWSM does not vary between the setups.

2.4.3 Measures of efficiency and results

We have considered R = 100000 samples according to the SRSWOR and Bernoulli
sampling designs with sizes or expected sizes 500 and 1000. We have computed the Monte
Carlo relative bias of the simple GWSM and the double GWSM estimators :

1 &~

and RBpc(f,) =100x =Y 2 Y
r=1 Yy Y R r=1 ty

RBc(t,) = 100 x -

where fg(/? and f;g) are the simple and the double GWSM estimates respectively, computed
for the r-th sample, r = 1,..., R. As a measure of efficiency, we have computed the Relative

Root Mean Square Error (RRMSE) of £, with respect to #,1, and with respect to g7 :

MSEyc(ty)
MSEye(ty)

MSEpyc(tys)
MSEMC (tHT)

RRMSEyc(t,) = J and RRMSEyc(tpr) = J

where )

R R
MSEyo(iyp) = RS (fgg) ~R'Y fg’;)) ,
r=1

r=1
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Design Setup n RByc(ty2)| RRMSEnNc(ty1) RRMSEwNc(tut)
Setup 1| 200 | 015 100.00 103.96
1000 | 0.09 100.00 109.78
500 | -0.53 337.89 347.14
f?dnggR’ Setup 21000 | 0.44 334.51 365.85
smulationt Setup 3| 00| 007 100.01 105.35
1000 | 0.12 100.02 106.12
Setup 4| 200 | 267 1173.36 1216.95
1000 | 0.33 1093.90 1198.97

TABLE 2.1 — Relative bias and efficiency of the DGWSM estimate under different links
setups.

and MSE Mc(fyl), and M SEyc(tyr) are defined similarly.

Table 2.1 contains the simulation results for the SRSWOR design. Similar results were
obtained for Bernoulli sampling and are not reported here. The results are also very compa-
rable for both sampling sizes. As expected, both GWSM estimators have a low Monte Carlo
relative bias in all setups.

Moreover, we observe small differences between the RRMSE of the double compared to
the simple GWSM, and the double GWSM compared to the direct HT estimators in all
setups. This result was expected since the simple GWSM expression corresponds to a direct
HT expression (see details at the end of Subsection 2.4.2). Small differences arise because
the samples s7., drawn directly in the target population, differ from the samples sy that are
obtained through the samples sp using the links between Up and Ur.

For Setups 1 and 3, as shown in Subsection 2.3.3, fyl = ny. Thus, RRMSEMC(fyl) =
100% and M SEyc(t,)) = MSEyc(f2). The small loss of precision between the GWSM
estimators in Setup 3 occurs because the relation Np, = Np;j Ny is not exactly satisfied
due to rounding errors.

For Setups 2 and 4, the equation Npy = Np; Ny does not hold at all. In Setup 2, if the
sampled address ¢ is alone in the box j, then Np; Ny, = 150 which is far from Ng, = 500.
If 7 is in the box containing 451 addresses, then Np; Ny, = 451 x 50 which is also far from
Npg. In Setup 4, the difference between Npi, and Np; Ny is even larger because we also
let the Ny, vary. We note an important loss of precision of the double GWSM estimator
compared to the simple GWSM estimator in Setups 2 and 4.

The precision of the double GWSM estimator depends on how close the values Np; Ny
and Npy, are, for every j linked to the same k. As proved in equation (2.10), the uniform link
structure between Up and Uy implies that Npy = Np; Ny, regardless of the link structure

between Uj; and Urp. This remark helps to explain the good results for Setups 1 and 3 and



90 CHAPITRE 2. INDIRECT SAMPLING

the poor results for Setups 2 and 4.

It is also interesting to compare the number of links to observe for the two GWSM
estimators in each setup. The simple GWSM estimator requires the observation of 500 links
per sampled round in each setup. To compute the double GWSM estimator, there are 60
links to observe on average per sampled round in Setup 1, 457 in Setup 2, 276 in Setup
3 and 500 in Setup 4 (the averages are rounded values). For Setups 1 and 3, the equation
Npr = NpjNyy (almost) holds, and thus, there will always be a gain in the number of links
to observe (see equation (2.9)). It can be noted that this gain is even larger if the Ny are
uniform. For Setup 2, the gain in the number of links is limited, while there is no gain in
Setup 4.

The simulations illustrate that the link structure between the three populations has a
large impact on the double GWSM estimator in terms of the precision, but also in terms of
the number of links to observe. In the ideal situation of Setup 1, there is a clear advantage of
using double indirect sampling for an MtO-MtO situation, while it is not at all recommended

in situations like the one illustrated in Setup 4.

2.5 Application to the French post data

Before 2008, La Poste sampled directly the postmen rounds to estimate the monthly
postal traffic. After a reorganization of the post offices in 2008, the population of rounds
became incomplete and La Poste had to use indirect sampling through the frame population
of addresses. Because of the large number of links to observe, a simple GWSM estimator was
not possible. La Poste had to consider a double MtO-MtO indirect sampling design and a
double GWSM estimator with double standardization. The use of double indirect sampling,
compared to the previous direct sampling method, led to a precision loss of the estimators.
The estimated standard deviations of the estimators were increased by a factor between
2 and 3. To complete the theoretical results of Sections 2.2 and 2.3, we propose, through
simulations and in a setup similar to La Poste, to evaluate the loss of precision due to using
double indirect sampling, and to check if the calculated loss is of the same order as the loss
observed in reality.

In this application, we focus on simple GWSM and double GWSM, which are both
computed on a sample of addresses, and a direct HT estimator computed on a sample of
rounds. The samples are drawn according to SRSWOR designs. The sampling design at
La Poste is more complex and involves a stratification based on a typology of the post
offices. This stratification of the postal addresses ensures that a round cannot belong to two

different strata of addresses, and that every stratum contains at least two rounds. Thus,
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Design n | GWSM RB | RRMSE RB | RRMSE RRMSE
y=1 y =1 | y =traffic | y =traffic y =traffic

rel. to S rel. to S | rel. to direct

SRSWOR 500 S -0.01 100 0.02 100 137.96
100000 500 D -0.03 219.00 0.08 166.69 229.98
simulations | 1000 S 0.00 100 -0.01 100 144.55
1000 D 0.00 220.89 -0.07 163.53 236.39

TABLE 2.2 — Relative bias and comparison of RMSE, in percentages, for the double (D)
GWSM, the simple (S) GWSM and the direct estimates in a setup comparable to La Poste.

the A-property holds for this sampling design (see details in Subsection 2.2.2 on stratified
SRSWOR). The estimators are also more complex and involve calibration and winzorisation.
Considering such complex designs and estimators is beyond the scope of the present study,
and we focus on the SRSWOR sampling design with direct HT, and with simple and double
indirect GWSM estimators.

We do not only look at the loss caused by the use of a double GWSM compared to
a simple GWSM. We also examine the loss caused by the use of double indirect sampling
compared to a direct sampling. The objective is to capture the total loss in the precision
observed at La Poste when changing their sampling design from direct to doubly indirect.

The setup for the simulations below is close to the La Poste setup in the sense that the
number of addresses in a box, and the number of boxes in a round were generated using
observed distributions from La Poste data. Compared to the four setups in Section 2.4, the
number of addresses in a round was not fixed at 500, but computed using the number of
addresses in a box and the number of boxes in a round. The number of addresses in a box
varies from 1 to 29 with two modes at 1 and 13, with rare observations at approximately
40 and 120. The number of boxes in a round varies from 28 to 73 with two modes at
approximately 35 and 70, and rare observations between 100 and 1000. The average number
of addresses in a box in this setup is 14, the average number of boxes in a round is 60 and
the average number of addresses in a round is 841. This setup is close to Setup 4 in Section
2.4, but it has less variability in the number of links, with the number of addresses between
30 and 70 and the number of boxes between 1 and 29, while the number of addresses and
boxes varies between 2 and 499 in Setup 4.

We consider two study variables y, and we are interested in estimating their totals on the
target population of rounds. The first study variable is equal to 1 for all units, which gives
a total over the target population equal to Ny, while the second variable is a confidential
measure of postal traffic obtained from La Poste data. For the selection of indirect sample,

we consider simple random sampling without replacement with respective sizes of 500 and
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1000 selected from the frame population of addresses. For the selection of direct sample, We
also consider a simple random sampling without replacement with respective sizes 500 and
1000 selected in the target population of rounds.

As in Section 2.4, we compute, for R = 100000 simulations, the Monte Carlo relative
bias (RB) as a percentage of the simple (S) and double (D) GWSM estimators together with
their mean square errors. For both variables (y = 1 and y =traffic), we use the RRMSE
in percentage, to compare the double to the simple GWSM (see the two RRMSE columns
relative to S in Table 2.2). For y =traffic, we also compare the double GWSM to the direct
estimator (see the RRMSE relative to direct in the last column of Table 2.2). We note that,
for y = 1, the MSE of the direct estimator is zero since the estimator is calibrated on the size
of the population. Thus, the RRMSE of the double GWSM compared to the direct is infinite
and not reported. We notice that there is almost no difference between the results obtained
for the two sample sizes. As expected, given that all estimators are unbiased, the relative
biases of the simple and double GWSM estimators in Table 2.2 are small for both variables
of interest. Moreover, we observe a loss in precision by using the double GWSM estimator
instead of the simple GWSM estimator for both variables. This loss is less important than
those observed in Setups 2 and 4, since the differences in the weights between the double
GWSM and the simple GWSM are smaller here and have less variability than in Setups 2
and 4. In Table 2.1 (see the last two columns), for Setup 2 (resp. Setup 4), the standard
deviations are multiplied by a factor between 3 and 4 (resp. 10 and 13). In Table 2.2,
the standard deviations are multiplied by a factor between 1 and 2 (resp. 2 and 3) for the
“traffic” (resp. 1) variable when comparing D and S. The additional loss of precision between
the S and the direct HT estimators is not negligible, and gives a factor between 1 and 2 for
the “traffic”variable (1.38 for the sample size nF=>500 and 1.45 for nyp = 1000). In total, the
standard deviations increase by a factor between 2 and 3 (approximately 2.3) when changing
from direct to double indirect sampling. Interestingly, the loss of precision that we observe

is of the same order as the loss observed in practice at La Poste.

2.6 Conclusion

The MtO situation in indirect sampling allows us to obtain optimal link weights for some
classical sampling designs such as simple random sampling without replacement, Poisson
sampling and stratified SRSWOR. In this context, it is also possible to derive an exact
expression for the loss of precision when the link weights are not optimal. This expression
shows that the increase of variance of the GWSM estimator depends on how far the link

weights estimators are from the optimal link weights estimators. When the number of links
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to observe is large, it is possible to introduce a double indirect sampling design that allows us
to reduce the number of links to observe when using a double standardization. As illustrated
by our simulations, the double GWSM with double standardization proves to be especially
interesting in some specific cases. It allows for a reduction in the number of observed links
while maintaining the level of precision of a simple GWSM. However, it can be less useful
in other cases, with a considerable loss of precision and not an important reduction of the
number of links to observe. In the La Poste situation, there is a clear reduction in the
number of addresses to observe per round, but at the cost of a large loss of precision. One
perspective to improve on the precision of the estimators at La Poste is to keep the double
indirect sampling design but use simple indirect GWSM and to predict the unobserved link
weights as proposed for example by Xu and Lavallée (2009) and Falorsi et al. (2019). Indeed,
double indirect sampling helps on saving costs and should be maintained. However, the use
of the double GWSM with double standardization may lead to a significant loss of precision.
Thus, a perspective that is currently under study at La Poste is to predict the number of
unobserved links that are needed for the simple GWSM by using a model along with auxiliary

information available at the level of the intermediate population of boxes.

2.7 Appendix

Proof of Proposition 2.2.1

We compute first the variance of the simple GWSM assuming MtO links and a sampling
design that satisfy the A-property. We follow Deville and Lavallée (2006) and use matrix
notations. Let @ = (éik)ieyF be the Np-dimensional vector of standardized link weights.
With MtO links, we can write ©y, as follows :

0
©.=1| 6, |, keUr, (2.12)
0

where ék = (éik)ieUFk is the Npp-dimensional vector of positive weighted links with Ng, =
> icup lik, the number of units ¢ in Up linked to k in Ur. The variance of the GWSM estimator
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t,1 given in (2.2) can be written as follows :

Var(fyl) = Z Z ykyk/COV@gk,tAgk/)

keUr k'eUp

= Z Z ?/kyk/éiAék/

keUr k'eUp

= > > vwOiAwby, (2.13)

keUr k'eUp

T — T;Ty

where A = ( ) and A = (A )y 1 o st et 1 o 15 the submatrix of A
ii'elUp ’

Ty
of size Npp, x N F;;/ éorresponding to elements in positions ¢ and i’ such that i is linked to k
and 7’ to k'

The variance of fyl is given in (2.13), and the A property states that, for any units k& and
k' in Uz, we have Agp = cpp 1114, By using also the fact that, for all k € Uy, 0, satisfies

the standardization constraint :
116, =1 forall ke Uy, (2.14)

where 1}, is the Ng,-dimensional vector of ones, we have :

Var(t,) = > yi0iA0,+ Y Y yy 0. A0

keUr keUr k'#£keUr

= Y yi0iA0+ Y > yywew0i1,15,0,

keUp keUr k'#keUrp

= Zyi\far(fgk)—l— S0 Y Crw (2.15)

keUr keUr k'#keUp

This is exactly (2.6) and finishes the proof of the first part of Proposition 2.2.1.

For the derivation of the optimal link weights, the proof is similar to the proof given
in Deville and Lavallée (2006) (section 6.2) for deriving the optimal weighted links. In our
situation, the links between the frame population Ur and the target population Uy are of
type MtO. Thus, we don’t need to use a factorization step as in Deville and Lavallée (2006).

Our aim is to find the link weights 87, k € Uy that minimize

Var(t,) = > Yr01AL0) + > Ywcrw
keUr keUr k'#£keUr

under the standardization constraint (2.14). Since Ay, k € Uy is invertible, this problem is

the minimisation of a positive quadratic form under linear constraint. Thus a solution exists
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and is unique. The variance Var(fyl) is minimized for vectors ) verifying the following

equation (see Deville and Lavallée, 2006, equation 6.4) :
ViAROr = \ely, k€ Ur, (2.16)

where \;, k € Ur the Lagrange multipliers. Let us show that the optimal weights are given
by :
gort _ (1t A—17 )L A1

where Ay = Ay. Equation (2.16) implies

0, = yk_zAlzl)\k]lk, ke Ur. (217)

Multiplying by 1% the equation (2.17) and using again the standardization constraints

(2.14), we obtain the following expression for the Lagrange multipliers :
2 (1t A-17 )
e o= v (LASL) , keUr (2.18)

Finally, by plugging the expression of Ay given in (2.18) in the expression of 6, from
(2.17), we obtain :

07 = y 2A ML,
—1
= 5 A L (1LA1L)
-1
= A1, (IL;A,;l]lk)

This finishes the proof of 2.2.1. O]

Proof of Proposition 2.2.2

Result (2.15) holds for any standardized set of weights. Thus, the result also holds for

the set of optimal weights #%", and we can write :

Var(t Opt Z y2Var(i opt + Z Z YWk Chk! - (2.19)

keUr keUr k'#keUp

Using equations (2.15) and (2.19), we get :

Var(fy1) — Var(£8) = Seu, v (Var(fék) - Var(fgzm)) :
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Let us show that for the optimal weights derived in Proposition 2.2.1, we have :
Var(tg ) — Var(fézm) = Var(f;, — fgzpt).
~ ~1
The optimal set of weights is given by 8" = A1, (]l};A,;l]lk) ke Ur.

Var(f(;k) - Var(fgzpt) = 0'A,0, — (0 ALGY
= (61— 67) A (8, — 6" + 6LAGY + (6) A6,
(6 A

Now, 0. A0 = (0)' A0, since they are real quantities. Straightforward calculations
. -1
using the standardization constraint (2.14), give us that 0}A,07"" = (IL',;A,;I]lk) . Moreo-

ver, (O7")'ALOY" = (12A,;1]lk>_1 , and we finally get that
N ~ ~ ~0 t ~ ~5
Var(fg,) — Var(fzon) = (6 — 67) Ay (6, — 67")
— Var(fék - fézpt) = Var(fék_ézpt)

which ends the proof of Proposition 2.2.2. O

Proof of Proposition 2.2.3

For all i € Up, we recall that we assume 0 < m; < 1, and m, = 1 — Iy, (1 — m;)'* . For

Poisson sampling,
T4

lik 1—m;

nopt
O =

T *
Yveup bk,

Using the variance expressions for Poisson sampling, we have that proving Var(f,) < Var(fﬁt)

is equivalent to prove

1—m 1—m =
Z s p b < Z yi Z ) <0i1§t>2'
keUr

k keUr i€eUp t

This inequality is true if, for all & € Ur, we have :

1 - 1—m
LY Ry

Tk i€Up T
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which is true as proved next.

1 —m L — 7 optvo Wier (1_7Ti>lik L —mi Gopty2
< (0%)" < £ — < (%)
Tk zer:p T b 1- HiGUF(l - ﬂ-i)llk ZEZU:F i ’
- Z L T 1 — ey, (1 — m;)t*
i€Up Tl Wier, (1 — m;)tin
e 1
< 1+ lig—— <
zGZUF L—m ey, (1 —m)hn
- T Lik
< 1 lz' — <II; (1 : ) :
+z'eZUF kl_ﬁi Ur +1_7Ti

This last inequality is true since > 0, and this finishes the proof of Proposition

2.2.3. [l
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Chapitre 3

Optimal Weights for double
Many-To-One Generalized Weight
Share Method

Abstract

In probabilistic surveys, the sampling frame of the target population is not always avai-

lable. If there is a frame population linked to the target population, a sample can be

drawn in the target population through indirect sampling. The sampling weights of the

target population units can be determined using the Generalized Weight Share Method

(GWSM). These sampling weights take into account the sampling weights of the frame

population units, together with some link weights that are assigned by the statistician

to the links between the frame and the target populations. This chapter focuses on

“many-to-one” links where it is possible to derive a set of optimal link weights that

minimize the variance of the GWSM estimator, under constraints on the sampling de-

sign which are not very restrictive (Medous et al., 2023a). To get unbiased estimators

of finite population totals, the link weights have to be standardized, which implies that

the links between the frame population and the sample units in the target population

have to be known or observed. If the number of links is large, the link weights are

thus difficult to retrieve. A solution is to consider an intermediate population, linked to

both the frame and the target populations, and to use a double indirect sampling. The

sampling weights can be determined using a double GWSM, first between the frame

and the intermediate populations, and then between the intermediate and the target

populations. When both link weights are standardized (double standardization), the

double GWSM allows for a reduction in the number of observed links. This method

is therefore easier to apply than the GWSM, but it may deteriorate the precision of

the estimator. The objective of the present paper is to derive doubly standardized link

99
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weights that are optimal in the sense that the variance of the double GWSM is minimi-
zed. When such weights cannot be computed, as is the case in the French postal traffic
survey, alternative weights can be used to improve the precision of the double GWSM
estimator. Different alternative weights are compared through Monte Carlo simulations

and an application to the French postal traffic estimation is discussed.

Keywords : complex sampling design, finite population, generalized weight share me-

thod, indirect sampling, surveys.

3.1 Introduction

For economic and marketing purposes, the French postal service (La Poste) is interested
in obtaining information not only on the monthly postal traffic but also on the types of letters
being sent. As certain letters cannot be processed automatically due to either confidentiality
concerns or challenges in identifying certain types of letters, La Poste conducts a probability-
based survey of postman rounds to estimate the monthly postal traffic. However, due to
frequent reorganizations of postal offices, the population of postman rounds is too unstable
to be directly observed and La Poste uses the more stable population of addresses as a
proxy to indirectly draw samples from the population of rounds, as detailed in Medous et al.
(2023a).

Indirect sampling consists in drawing a sample from a frame population linked to the
target population and observing all target units linked to this sample. This sampling method
requires that all units in the target population are linked to at least one unit of the frame
population. In La Poste example, the target population comprises postman rounds departing
in a particular month, while the frame population consists of all pairs of French addresses and
days of the month, referred to as “address-days.” A round is considered linked to an address-
day if the postman delivers letters to that address on that specific day. In this example, all
units in the target population are linked to the frame population since each postman round
serves at least one address on a particular day. Furthermore, a single address can only be
served by one round at most on a given day, making the links of the Many-to-One (MtO)
type.

Indirect sampling raises a challenge in computing sampling weights of the target po-
pulation units, but this can be addressed by using the Generalized Weight Share Method
(GWSM). GWSM was introduced by Deville and Lavallée (2006) and Lavallée (2007) and
was inspired by the weight sharing method used by Ernst (1986) and Kalton and Brick
(1995) for longitudinal household studies. It consists of allocating weights to the links bet-
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ween frame and target populations, which are then used to compute the final weights. GWSM
has been widely studied in the literature, particularly for its utility in sampling hard-to-reach
populations, as demonstrated in Deville and Lavallée (2006) and De Vitiis et al. (2014).

Deville and Lavallée (2006) discuss the existence of link weights minimizing the variance
of the GWSM estimator for any variable of interest and demonstrate that such optimal link
weights exist for Simple Random Sampling Without Replacement and Poisson sampling, if
the links are of type MtO. Medous et al. (2023a) extend the results of Deville and Lavallée
(2006) to a more general setting and show that optimal link weights exist for the complex
sampling design used by La Poste.

However, in MtO setups, a large number of links has to be observed in order to im-
plement the GWSM. In la Poste case, GWSM requires to identify all addresses per round,
which can be relatively high. To reduce this number, La Poste has adopted the strategy
of drawing double indirect samples using the intermediate population of sorting boxes and
double GWSM estimators of finite population totals. According to Medous et al. (2023a),
employing double GWSM for MtO-MtO links (MtO links between frame and intermediate
and between intermediate and target populations) can significantly reduce the required num-
ber of observed links when compared to a single GWSM. However, this reduction comes at
the expense of imposing constraints on the link weights, which requires to reformulate the
optimal weights described by Deville and Lavallée (2006) and Medous et al. (2023a).

This work intends to investigate the existence of optimal weights that minimize the
variance of double GWSM estimators regardless of the variable of interest while respecting
the weights constraints defined by Medous et al. (2023a) to ensure a reduction in the number
of observed links compared to simple GWSM estimators. We show that, in the case of La
Poste, optimal weights for the double GWSM exist but cannot be computed, as the required
information is difficult to obtain. Consequently, the current double GWSM estimator used by
La Poste suffers from a significant loss of efficiency compared to an optimal double GWSM
estimator. To limit this loss of efficiency, we suggest the use of alternative weights computed
using auxiliary information.

Section 3.2 provides a brief overview of simple and double indirect sampling and their
corresponding simple and double GWSM estimators, along with their variances. In section
3.3, we derive optimal double GWSM weights for MtO-MtO links. We discuss the conditions
for the existence of such weights and provide their values for common sampling designs, such
as Simple Random Sampling without Replacement or Poisson sampling. In section 3.4, we
address the situation where optimal double GWSM weights cannot be computed and presents
alternative weight options, including those currently used at La Poste. We examine the loss

of precision between an optimal double GWSM estimator and a double GWSM estimator
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Addresses Postman's rounds

1 rue Cauchy
3 rue Fermat

7 rue Bernoulli

15 rue Euler

20 rue de La Poste

F1GURE 3.1 — Example of MtO links at La Poste.

using alternative weights, and provide advice on choosing the best alternative weights. In
Section 3.5, we report results of a simulation study that mimics La Poste situation, where we
test various link weights possibilities. Finally, we provide details on the alternative weights
currently being tested at La Poste and those planned for the future. Proofs are gathered in

the Appendix.

3.2 Double Generalized Weight Share Method

3.2.1 Indirect sampling and simple GWSM estimator

La Poste estimates its monthly traffic by observing postman rounds. However, the orga-
nization of post offices makes it difficult to know which rounds will depart in advance. Direct
sampling methods cannot be used to draw a sample of rounds and La Poste has to use al-
ternative sampling methods such as indirect sampling. Indirect sampling involves selecting
a sample from a frame population that is linked to the target population.

Let Ur be the target population of size N7 and Ur be a sampling frame of size N linked
to Ur. Following Deville and Lavallée (2006), we assume that every link between Up and Ur
is observable and that each unit of Ur is linked to at least one unit of Ug.

Various types of links between populations exist and have been studied in the literature ;
see Deville (1999), Deville and Lavallée (2006), Medous et al. (2023a), among others. In this
paper, we concentrate on a specific type of links, represented in figure 3.1, where each unit in
UFr is connected to at most one unit in Up. This type of links is known as the “Many-to-One”
(MtO) link.

We denote by y; the value of the variable of interest y for unit £ from Uy and focus on
the estimation of the total t, = > .y yr over Ur. A sample sp is drawn from Ur using a

sampling design pg(.). The indirect sample s from Uy is composed of units from Uz linked
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to at least a unit in sp. We denote by m; = P(i € sp) the first-order inclusion probability of
unit ¢ € Up and by m;» = P(i,i’ € sp) the second-order inclusion probability of units 7 and
i" € Up. We assume that m; > 0 for all units ¢ in Ur and note d; = 1/m; > 0 the sampling
weight of unit 7. We denote A = w, i,i € Up.

Three sampling designs pr(.) are cgzgszidered below : Poisson sampling, Simple Random
Sampling Without Replacement (SRSWOR) of size np and Stratified Simple Random Sam-
pling Without Replacement (SSRSWOR) with H strata of size N, h = 1... H. Poisson
sampling consists in performing an independent Bernoulli trial of parameter m; for each
1 € Up. SRSWOR of size ng consists in assigning equal and positive probabilities to each of
the without replacement samples of size nr and a null probability otherwise. The sampling
weights are equal to d; = Ng/np for all i in Up. Finally, SSRSWOR with H strata of size Ny,
h =1...H, consists in performing an independent SRSWOR of size n;, in each stratum h,
h =1...H. The sampling weights are equal to d; = Nj/ny, for all 7 in strata h, h =1... H.

As mentionned in Deville and Lavallée (2006), the main difficulty with indirect sampling
is the computation of the sampling weights of units £k € Up. In order to deal with this
challenge, we assign a link weight 6, to each link between ¢ € Up and k € Ur, with ;. > 0
when ¢ and k are linked and #;; = 0 otherwise. We define the standardized link weights
by i = O/ Ywev, Oin, for i@ € Up, k € Uy, such that ey, 0, = 1 for all k € Ur. The
simple Generalized Weight Share Method (GWSM) estimator of ¢
and Lavallée (2006), is given by :

y, introduced by Deville

keUr

and its variance by :

Var(fyl) = Z Z Agir Z O Y Z Ok Ypor (3.2)
i€Up i €Up keUr k' €Ur

It can be shown that the simple GWSM estimator is unbiased as long as the link weights
are standardized. However, as we can see in equation (3.2), the variance of the simple GWSM
estimator depends on the standardized link weights. Deville and Lavallée (2006) and Laval-
lée (2007) seek for optimal standardized link weights, namely link weights minimizing the
variance given by equation (3.2) for any variable of interest y. When the links are of type
MtO and the samples are drawn using SRSWOR or Poisson sampling, Deville and Lavallée
(2006) and Lavallée (2007) demonstrate the existence and uniqueness of a set of optimal

standardized link weights. Medous et al. (2023a) extend this result to a wider range of sam-
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Addresses Postman’s rounds

1 rue Cauchy
3 rue Fermat

7 rue Bernoulli
15 rue Euler

20 rue de La Poste

FIGURE 3.2 — Example of MtO-MtO at La Poste.

pling designs satisfying a specific condition. In the following, we refer to the optimal simple
GWSM estimator as the simple GWSM estimator obtained with the optimal standardized
link weights.

MtO links allow optimal weights to be derived, but the large number of observed links
required to compute the standardized link weights, whether they are optimal or not, can
raise implementation challenges, as it is the case of La Poste (see Medous et al. (2023a)).
To deal with this issue, one can use double indirect sampling as suggested in Deville and
Lavallée (2006) and Medous et al. (2023a).

3.2.2 Double GWSM estimator

Double indirect sampling consists of introducing a second intermediate population Uy,
linked to both the frame population Up and the target population Ur. Using the links between
these populations, two indirect samples can be obtained, one from U,; and the other from
Ur. The estimators of totals on Ur are then obtained by applying the GWSM twice, first
between Ur and U, and then between U, and Ur. This method is known as double GWSM
(Medous et al., 2023a).

Let Njs be the size of the intermediate population Uy,. Following Medous et al. (2023a),
we make the assumption that the links between Upr and U,,, respectively Uy, and Urp, are
both of type MtO. This type of links is referred to as MtO-MtO, which is a specific case of
MtO.

As in section 3.2.1, a sample sp is drawn from Up with a sampling design pp(.). The
indirect sample sy, from Uy, (resp. sy from Ur) is composed of units from Uy, linked to at
least a unit i € sg (resp. of units from Uy linked to at least a unit j € s,,). This sampling
technique is called double indirect sampling and is currently used in La Poste survey, with
an intermediate population of sorting boxes. These boxes are used to sort the mail before
the beginning of a postman round.

For each i € Up and j € Uy (vesp. j € Uy, k € Ur), we assign a link weight 67" (resp.
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Q%T) with QgM > (0 when ¢ and j are linked and 95M = 0 otherwise (resp. Q%T > (0 when j
and k are linked and 6/7 = 0 otherwise). Let 05 (resp. 02/7) be the standardized link weight
between i € Up and j € Uy (resp. j € Uy and k € Up) such that 3, Yjerr,, 9~5M§%T =1
In what follows, we call FM weights (resp. MT weights) the set of standardized weights
between Up and Uy (resp. between Uy, and Ur).

The double GWSM estimator of ¢, is given by

£y2 = Z d; (Z Z éf;Mé%Tyk) . (3.3)
i€sp keUr jeUNM

The double GWSM estimator is a simple GWSM with standardized link weights 6,
1 € Up, k € Ur, such that

b= Y GEVENT.
JeUnm

The condition Y icp, Yicr,, éf;M é%T = 1, k € Uy, produces unbiased double GWSM
estimators and is verified for various standardization methods for FM and MT link weights.
However, not all standardization methods allow for a reduction of the number of observed
links. Medous et al. (2023a) show that a reduction of the number of observed links occurs
when we consider FM and MT weights such that >, éf;M =1,j € Uy, and X, é%T -
1, 5 € Up. This is known as double standardization and we say that the link weights are
twice (or double) standardized.

The double GWSM with double standardization offers an advantage when it comes to the
number of links to observe. Yet, the optimal link weights defined for simple GWSM have to
be rewritten to ensure that they satisfy the double standardization constraint. Without this
reformulation of the optimal simple weights, the variance of the double GWSM estimator
with double standardization can be higher than the variance of the optimal simple GWSM
estimator, as shown by Medous et al. (2023a). In order to get an estimator with both a small
number of links to observe and a small variance, we look for twice standardized link weights
that minimize the variance of the double GWSM estimator for all variable of interest y. Thus
we look for a set of FM weights and MT weights such that >, éf;M =1, 5 € Uy, and
> ety §%T =1, j € Uy, that minimizes the variance given by equation (3.2) for any variable
of interest, with 0 = > ;cp,, 0~5M é%T. In what follows, we will refer to those weights as the
optimal weights for double GWSM estimators.

In what follows, we only consider twice standardized FM and MT weights.
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M
A5

FIGURE 3.3 — Up ordered according to Up;, j € Uy

3.3 Optimality of double GWSM

Medous et al. (2023a) show that optimal weights for the simple GWSM estimator exist
for sampling designs satisfying a condition that depends on the links between Up and Urp.
Likewise, we can show that optimal weights for double GWSM estimator with double stan-
dardization exist for sampling designs that meet two conditions : one depending on the links

between Ur and U,;, and another depending on the links between U,; and Ur.

Let us consider first the links between Ur and U,,. For a given unit j € U,,, we denote by
Ur; the set of size Np; containing all units 7 in Ur that are linked to j. If the links between Up
and Uy; are MtO, these subpopulations form a partition of Up. In what follows, we assume
that units in Up are ordered according to the subpopulations Up;, j € Uy, as in figure 3.3.
Let A = (Ayir)iveuy be the covariance matrix of size Np x Np and A% = (Aii’)iEUFj,i’EUFj/
be the submatrix of A corresponding to the elements in position ¢ and ¢’ such that ¢ (resp. i’)
is linked to j (resp. to j'). We denote by Aj-w the square submatrix A% of size Np; x Np;. If
the links between Ur and U,, are MtO, then the submatrices A%, form a partition of A as
in figure 3.3. Let us denote ]l;” the Ngj-dimensional vector of ones and by u' the transpose

of any vector u.

Definition 3.3.1 (A-property for Uys). For MtO links between Ur and Uy, a sampling design
is said to satisfy the A-property for Uy, if, for all j € Uy, A;‘/[ is invertible and, for j # j' €

Uy, we have
_ M Mt . . . i
Ajjizj = cjpli 1570 with ¢ not depending on i and 4. (3.4)

Following Medous et al. (2023a), we can show that the A-property for Uy, holds for
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Poisson sampling and SRSWOR with the following constants ¢/, j, 7' € Un, j # j'. For

Poisson sampling from Up with inclusion probabilities 7; for i € Up,
cjy = 0for all j # j' € Ur. (3.5)

For SRSWOR of size ng from Up,

1—f 1
Ciit — ————
29 f NF—].

(3.6)

For stratified SRSWOR with H strata of size N, in Ur, h = 1, ..., H, the A-property for U,
holds if the following condition is verified :
(C1) for all j € Uy, all units @ € Up linked to j belong to the same stratum and for
each stratum h, there are at least two units in Uy, linked to h.

Then
. _I=f 1
H fn Np—=1

if all units 4,7 € Up linked to respectively j and j' belong to the same stratum and 0

(3.7)

otherwise, for all j # 7' € Uy,.
Let us denote \; = 1}Y'(AM)~'1}, j € Uy. The A-property for Uy, allows us to derive
the following proposition on the FM weights.

Proposition 3.3.1. If the links between Up and Uy are MtO and the sampling design

satisfies the A-property for Uy, then there is a unique set of optimal FM weights éfj-M’Opt

)

1 € Up, 7 € Uy minimizing the variance of fyg for any variable of interest and any set of

weights é%T, 7 € Uy, k € Up. These weights are given by :

AN 1
(A7) 17 _ —(A;M)_I]IM if 1 is linked to j, and O otherwise.

(é‘EM’Opt)ieU L _
] Fj ]lé\/[t(Aé\/[)—l]l;W )‘j J

Interestingly, the FM weights given by Proposition 3.3.1 do not depend on the M'T weights
used. Let us now consider the links between Uy, and Ur. For a given unit £ € Urp, let us
denote by Uy the set of size Ny containing all units j in Uy, that are linked to k. In the
MtO-MtO setup, a unit 5 from Uy, can only be linked to one and only one unit k£ from Ur
and the subpopulations Uy, k € Uy, form a partition of Uy, (see figure 3.4). In what follows
we assume that the units in Uj; are ordered according to the subpopulations Uy, k € Ur,
as in figure 3.4.

We can define the following condition.

Definition 3.3.2 (cx-condition). If the links are MtO-MtO and the A-property holds for Uy,
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FIGURE 3.4 — Up ordered according to Upj, j € Uy and Uyy, k € Up, with A{k the
submatrix of A corresponding to the element in position ¢ and i’ such that ¢ and 7' are
linked to k.

A is said to verify the ¢i-condition if, for all j (resp. j') € Uy, linked to k (resp. k') € Ur
such that j # j', the constants ¢;;» given by the A-property for Uy, verify

Cjj" = Ckk'
with ¢ not depending on j and j'.

Let us denote ¢, k € Up the value of ¢y for k' = k. The ¢,-condition holds for Poisson
sampling and SRSWOR. For Poisson sampling and SRSWOR, the values of ¢;;, j # j' € Uy
given by the A-property for Uy, are constant and do not depend on j or j'. Thus the c¢-
property holds and the values cyp, k # k' € Ur, are equal to the values ¢;;, j # 7' € Uy
given respectively in equations (3.5) and (3.6). For stratified SRSWOR with H strata of size
Ny in Up, h=1,..., H, the ¢;-condition holds if the following condition is verified :
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(C2) for all k € Uy, all units i € U linked to k belong to the same stratum.
Then the values cyi, k # k' € Ur, are equal to the values ¢;j;, j # j' € Uy given in equation
(3.7).

Let A be the matrix of size N, m X Njy; composed of the values

D=5 3" Ny 0EMOEN 5§ € Uy (3.8)

i€Urp i'eUp

Let Ay be the submatrix of A corresponding to the elements in position j and j’ such that
j and j' are linked to k. Let 1, be the Ny, dimensional vector of ones. If the A-property
for Uy, and the ci-condition are verified, we can derive the following proposition on the MT

weights.

Proposition 3.3.2. If the links between Up and Ur are MtO-MtO, the sampling design
satisfies the A-property for Uy, the ci-condition is verified, and the FM weights 0~5M, 1 € Up,
j € Uy, verify :

(él-};M)z;erFj Aé‘w(éﬁjM)i/eUFj — Ck 75 0 fOT CL”] € Unrg
and c; 1! diag (((é’fj‘M)zeUFjAy(éfl‘jw)ileUFj — ck) ) 1, # —1,

-1

J€UMEK

then there is a unique set of MT weights é%T’OPt(QFM), j € Uym, k € U, functions of
(éFM

(]
riable of interest. These weights are given by :

Jieur, and called OFM _optimal MT weights, minimizing the variance of fyg for any va-

(é%T’Opt(GFM)) = A, (Tl};&,;lflk)il , if J is linked to k, and O otherwise.

JE€EUMK

6FM_optimal MT weights for the optimal FM weights given by Pro-

If we compute the
position 3.3.1, we get a unique set of FM and MT weights that minimize the variance of the

double GWSM estimator for any variable of interest as detailled in Proposition 3.3.3.

Proposition 3.3.3. If the links are MtO-MtO, the A-property holds for Uy, the ci-condition

is verified and for all j € Uy, k € Uy, the following requirement is verified,

(inversibility conditions) cpX; # 1 and ¢, > Nj/(1 — cp)j) # —1,

J€UMK

with the value of ¢ given by the cy-condition, then the 0FM-optimal MT weights for the

nF M, opt

optimal FM weights , 1€ Up, 5 €Uy, are given by :
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= , if 7 is linked to k, and 0 otherwise.
Zj'EUN[k )\Jl/(l - Ck)‘j’)

é].‘gT’OPt(QFM’Opt> . )\]/(1 — Ck)\j>
J

Moreover, we can show that the optimal weights for the simple GWSM estimator éf,ft can be

rewritten for alli € Up, k € Ur as :

é;)lft _ Z éiI;Mppté’%T,opt(gFM,opt).
Jj€UM

The proofs of Propositions 3.3.1, 3.3.2 and 3.3.3 are given in the Appendix.

We show in Proposition 3.3.3 the existence of optimal link weights for double GWSM
estimators with double standardization. Using these weights allows for a reduction in the
number of observed links compared to a simple GWSM while preserving the accuracy of
the optimal simple GWSM estimator. In what follows, the double GWSM estimator with
double standardization obtained by using optimal FM and #"M-°P’_optimal MT weights is
called optimal double GWSM estimator and denoted %, and the set of optimal FM weights

Y2
GFMort_optimal MT weights is referred to as optimal double GWSM weights.

and

Let us derive the optimal FM weights and the §7M-°Pl_optimal MT weights for Poisson
sampling, SRSWOR and stratified SRSWOR. We denote by I;* (resp. [ji") the link between
unit ¢ € Up and unit j € Uy (resp. between j € Uy and unit k € Uy) with lf;-M =1if1
and j are linked and 0 otherwise (resp. Z%T = 1if j and k are linked and 0 otherwise). For
Poisson sampling, we have ¢, = 0 for all £ € Up, thus the inversibility conditions hold. Let

Ay = (1 —7;)/m; for i € Up. The optimal double GWSM weights are given by

FM MT FM
AV L' Yievp Uiy A

& NMT,opt r nF M ,opt
> IMA,, and 65,7 (0 ) » TS N
i'eUp bitj it §'€Un Yk i'eUp birj! il

nFM,opt

for all j € Uy and k € Up. For SRSWOR sampling, it can be shown, following Deville and
Lavallée (2006), that )\j = — (1/Ck) NF]/ (NF — NF]'), j € UMk, ke UT. Then Ck)\j 7£ 1 and

CL Z )\]/(1 — Ck/\j) = — Z NFJ/NF
J€UMK J€UME
For any unit £ from Ur, let us denote Upy, of size Npy, the set of units in U linked to k. When
the links are of type MtO-MtO, Npx = > icp,,, Nrj for all k € Ur and Np = > e, Nrg.
If Ny > 1, then —Ngy/Np # —1 for all k € Uy and the inversibility conditions hold. The
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optimal double GWSM weights are given by

éi};M,opt = IFM /N and é%T,opt (OFMoPty = NpgIMT ST (N M)
j'eUr

for all j € Uy and k € Up. Details on the derivation of the value of (A})~'1}" can be found
in Deville and Lavallée (2006). The remaining computation is straightforward.
Following the reasoning in Medous et al. (2023a), it can be shown that the optimal link
weights 0;;""" and 97 M_optimal link weights 07, (67 M!) for stratified SRSWOR are
the same as those for SRSWOR if the previously mentioned conditions (C1) and (C2) are
verified.

Following Medous et al. (2023a), we can show that, if the links are MtO-MtO, the A-
property holds for Uy, and the ci-condition is verified, the loss of efficiency between an

estimator £,5 given by (3.3) and #75 is given by :

Var(f,2) — Var(£h') = Y ypVar(f L1 opt = Y yiVar(f, G @-Zpt),

keUr keUr

where
Lfézpt - Z dz Z égMppté%T’Opt(eFM’Opt)

1E€ESE VISOhY:

is the HT estimator of the total

tézpt _ Z Z éf;M,opté%T,OPt(QFM,opt> — 17

i€Ur jeUpn

and

férézpt _ Z d; ( Z HFMG Z éf;M,opté%T,opt(eFM,opt))
i€Sp Jje€Um Jj€UM
is the HT estimator of the total tg, _gort = 0, for all £ € Ur.
Consider now the double GWSM estimator with double standardization tFM P! computed
with the optimal FM weights QFM Pt i€ Up, j € Uy and any weights HJk, , k € Ur. The
loss of efficiency between the optimal double GWSM estimator tOp " and the double GWSM

+F M opt

estimator 5 can be expressed as a function of the differences between MT weights.

Proposition 3.3.4. If the links are MtO-MtO, the A-property holds for Uy and the cy-
condition is verified, then the loss of efficiency between the optimal double GWSM estimator
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Opt and the double GWSM estimator t Mopt s given by

~ 1
V(IT’( FM opt) Var opt Z yk Z (Q%T Q%T,opt(eFM,opt)>2 ( B Ck)

keUr  jeUy >‘j
with the value of ¢ given by the cy-condition.

Since Poisson sampling, SRSWOR and, under conditions (C1) and (C2), stratified SR-
WOR Verify the A-property for Uy, and the ¢i-condition, we can compute the loss of efficiency

+~F M ,opt

between t " and tyo for these sampling designs as follows.

Corollary 3.3.3. If the links are MtO-MtO and the sampling designs are Poisson, SRSWOR,
or stratified SRSWOR under conditions (C1) and (C2), then the loss of efficiency between

opt

tye and tFM Pt can be expressed using Proposition 3.3./ .

For Poisson sampling, we have :

- ~ 1
Var( FM opt) VCL’I" opt Z yk Z (Q%T . Q%T,opt(eFM,opt)>2

keUr €M Sicup lij/ Dii’
For SRSWOR of size ng from Ug, let us denote f = np/Np. We have :
VGT( FM opt> Var (Aopt>

~ ~ o o 2 1 Np —np Np — Np; 1—f 1
= ¥ X (- gyt (LA e Ne el 12 L),
keUr JjeUn ng F Fj f F

For stratified SRSWOR with H strata of size Ny in Up, h = 1,...,H, let us denote
fn = nn/Np, h = 1,...,H. Proposition 3.3.J holds if the previously mentioned conditions
(C1) and (C2) are verified. Then we have :

Var( M, P — Var( Opt)

~ 1 N, —npy Np—Np; 1—fi 1
_ GMT _ GMT.opt (gFM.opt 2( L N hiVh Fj
Z > Yk D (Jk: ik )) i No—1  Ng, + f Ny —1

h=1keUr 71€Upn

The expressions of the difference of variances for SRSWOR and stratified SRSWOR, can

be approximated by simpler expressions as follows.

Corollary 3.3.4. If Proposition 3.53./ holds, then, under conditions detailed in the Appendiz,

we have :
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For SRSWOR of size ng from Up resulting in an indirect sample of size np from Ur :

- (Va,r( FM Opt) Var(t,s Opt)>

N2 NZ

N MT,opt ( nF M,opt 2 iNF—nFNF—NFj
Z 2 <9 — O (0 )) (nF Np—1  Npj '

T keup J€EUM

For stratified SRSWOR with H strata of size N, in Up, h=1,...  H :

- (Var( FM Opt) Var(t,, Opt)>

N2 N2

H
~ 2 st iMTopt g Mopt\\2 [ L No— np Ny — Np;
722%2 O — 0 (0 ) ( .
N h=1 keUy jGUM( J J ) np Nh—l NFj

In La Poste survey, the sampling design is complex but can be approximated by a stra-
tified SRSWOR verifying both the A-property and c-condition. As a result, optimal FM

QFM,opt

weights and -optimal MT weights exist. Although the optimal FM weights are cur-

rently being used at La Poste, the g opt

-optimal MT weights cannot be computed which
results in a loss of precision compared to the optimal double GWSM estimator as discussed

in Medous et al. (2023a).

3.4 Alternative to double GWSM optimal link weights

In this section, we address the situation where the §F°P!_optimal MT weights cannot

be computed. We propose alternative weights and discuss their practical computation.

3.4.1 Alternative link weights using auxiliary information

In section 3.3, we demonstrate that there exists a set of optimal FM weights and §F-<pt.

optimal MT weights that minimize the variance of double GWSM estimators under certain
conditions, irrespective of the variable of interest. To compute the optimal FM weights, the
knowledge of all links between U and indirectly sampled units in Uy, as well as the sampling
design on Up, is required. Usually, this information is available in practice as the sampling
design is selected by the statistician. Moreover, in cases where the links are MtO-MtO, the
number of links between Up and units in Ujy; may be reasonably low. For instance, in the
case of La Poste, a sorting box typically contains 10 addresses.

QFM,opt

However, computing the -optimal MT weights between the indirectly sampled
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units j € Uy, and k € Up can be challenging in practice as it requires knowing the value of
Ay = 1 (AL) LY for all units j' € Uy linked to k. In La Poste case, for instance, A; is the
number of addresses in box j'. Unfortunately, the number of addresses contained in each box
is not always explicitly stated, and counting them individually is time-consuming, as men-
tioned in Medous et al. (2023a). Therefore, it is not possible to compute the §M:°P!_optimal
MT weights for La Poste survey. However, it is not uncommon for auxiliary information on
Uy to be available. For example, La Poste has access to datasets containing a list of charac-
teristics for all boxes, including their dimensions and an approximate count of the number
of addresses they contain. If such information is available, an alternative M'T weight can be

GFMert_optimal MT weights.

used in place of the
If auxiliary information z; is available for all j € Uy, then, for all k& € Ur, we can

compute the following alternative MT weight

~ T
G%T’alt = 27], if 7 is linked to k, and 0 otherwise. (3.9)
7' €UMK Lj’

at is called alternative double

In what follows, the GWSM estimator computed using éf‘,f o
GWSM estimator and is denoted by tAZl;. In practice, in order to compute an alternative
double GWSM estimate, it is enough to know z;, j € Uy, for all k& € Ur indirectly sampled.

It is possible to choose x;, j € Uy, constant for all j € Uy,. In that case the weight given
by (3.9) reduces to the usual MT weight GN%T’“” = 1/Nyg, k € Ur, j € Upg. The usual
MT weights are the easiest M'T weights to compute, as they only require to know the size
of the set Uy for a given k € Ur. However, these weights generally have poor performance

QFM,opt

when compared to the -optimal MT weights. Further information regarding the double

GWSM estimator using usual MT weights can be found in Medous et al. (2023a).

3.4.2 How to choose the best auxiliary variable

In practice, it is not uncommon to have more than one auxiliary variable available for
all 7 € Uys. To minimize the loss of efficiency of the alternative double GWSM estimator,
we aim to select the variable z;, j € Uy, that results in the smallest difference between the
alternative MT weights and the #7M-P’_optimal MT weights. We propose two approaches to
identify such a variable.

One approach to select the best auxiliary variable z; for each j € U, is to choose

gFMort_optimal MT weight

a variable that is highly correlated with the non-standardized
O (07 Merty for all j € Unp, k € Up. This method allows to compute the correlations

between the non-standardized §F-Pi_optimal MT weight and the available auxiliary va-
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riables. For instance, in La Poste case, the non-standardized % opt

-optimal MT weight is
the number of addresses in a box, which is known for all indirectly sampled boxes. The survey
provides additional variables, such as the location and dimensions of the boxes, which can
be used to determine the relationship between the number of addresses and the auxiliary
variables. However, the loss of efficiency between the optimal and alternative double GWSM
also depends on the value of the variable of interest, as demonstrated in Proposition 3.3.4.
In other words, when the variable of interest takes high values, the difference in variance
between the optimal and alternative double GWSM estimators can still be substantial, even
when the difference in weights is small. This suggests that the correlation between the chosen

gFMoprt_optimal MT weight may not be strong

auxiliary variable and the non-standardized
enough to minimize the loss of efficiency.
The second approach involves using a variable z; that is correlated with the variable
Y = ykéﬁT’Op t(GF Mopt) for all j € Ups. This approach takes into account the impact of the
variable of interest and typically results in better weights than the first approach for lower
correlation, as demonstrated in section 3.5. However, this approach requires to obtain the

gFMort_optimal MT weights for many indirectly sampled boxes, which can be challenging.

In practice, the 9FM-opt

-optimal MT weights are unknown and the choice of the auxiliary
variable is based on expert knowledge. Moreover, since the alternative M'T weights obtained
depend on the values yi, k € Ur, they have to be computed for each variable of interest,
unlike the first approach which gives a unique set of weights suitable for all variables of
interest.

When the number of auxiliary variables available on Uy, is large, it can be unrealistic to
expect that there exists a single variable x; that is strongly correlated with either H%T’Op ¢
or y; for all j € Uy and k € Ur. Instead, it is more practical to assume that z; is highly
correlated with G%T’Op " or y; for only a subset of units k¥ € Ur. To enable more flexibility
in the choice of auxiliary variables, an alternative standardized weight can be computed by

using different variables for different subsets of Ur.

Definition 3.4.1 (subset weights). Let the population Ur be divided into G subsets g, g =
1,...,G, such that, for each subset g, a variable z,; is available for all j € U, linked to the
units k& € g. Then, for all subset g, the following subset weights can be used as alternative
MT weights :

AMT Lgj .
ij = —3 , ] € Unmg, k € g.
2jeUn, Lgj

Using subset weights allows for greater precision in selecting the alternative MT weights

as both solutions can be applied to the same estimator.
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3.5 Simulations

The simulations presented in the following section aim to demonstrate the performance
of the alternative double GWSM estimators based on the choice of auxiliary variables used
to compute the alternative M'T weights. The conclusion of this section is meant as a practical

guide for computing alternative MT weights.

3.5.1 Populations

The populations used in the simulations are generated to replicate the setup of La Poste,
where Ur represents the population of addresses, Uy, the population of boxes, and Ur the
population of rounds. To ensure the validity of the results presented in sections 3.3 and 3.4,
the links between populations are MtO-MtO. An address i is linked to a box j (resp. j is
linked to a round k) if j contains letters to ¢ (resp. if k deliver the letters contained in j).

La Poste has access to extensive historical data on rounds, including information such
as traffic volume and details on sampled boxes within each round. In our simulations, we
consider a target population Ur of 6,750 rounds selected from this historical data. The
frame population Ur of size 5,816,907 and the intermediate population Uy, of size 400,011
are obtained by generating numbers of addresses in a box and numbers of boxes in a round
from distributions observed in La Poste’s historical data.

Our objective is to estimate the total of three variables of interest on the target popu-
lation Ur. The first variable of interest is the traffic ¢, which is derived from La Poste data
history after modification for confidentiality reasons. The second variable of interest, u, fol-
lows a uniform distribution. The third variable of interest, ¢, is proportional to the inverse
of the traffic. The bounds of the uniform distributions of variable u and the coefficient of
proportionality of variable g are selected in such a way that all variables have the same mean
as the traffic variable.

Samples from the target population Ur are obtained through double indirect sampling,
with samples from the frame population Ur drawn using SRSWOR. In that case, we saw
in Sections 3.3 and 3.4 that, for a box j € Uy, the 87 °Ploptimal MT weights before
standardization reduces to the number Np; of addresses in box j and the optimal FM
weights reduces to 1/Np;. In the simulations, we compare five double GWSM estimators,
each with optimal FM weights and different M'T weights. The five considered MT weights

are computed by using the following variables z;, j € Uy :

1. the number of addresses in a box Np;, which gives the §7-°P'_optimal MT weights

AMT,o o Np,
ejk Pt(eFM, pt) — ﬁ)
2. a constant variable D, D € R, which gives the usual MT weight Dy =

Ny’
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3. a variable alt Np; correlated with Ng;,

4. a variable alt y; correlated with y; = ykéj\gT’OPt(GFM"’pt),

5. and a variable alt 9~%T’Op L(§FMert) correlated with the optimal weights.

We aim to observe the behavior of the estimators obtained using alt Ng;, alt y;, and
alt 07,7 (9T M-o7!) when the correlation to respectively Ng;, y;, and 07, (67 M%) varies.
Five correlation values, namely 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, and 0.9, are considered for each variable. To
achieve this, for each j € Uy, a different value of alt Ng; (resp. alt y;, alt é%T’Opt(HFM"’pt))
is generated for each correlation. The values of alt Np; (resp. alt y;, alt 07, (g7 ert)),
J € U, are obtained by taking a random value between 0.5Np; and 1.5Np; (resp. 0.5y,
and 1.5y;, 0.50, P (97 Mpt) and 1.505 """ (9" <P!)) using a uniform distribution. Then,
for each 57 € Uy, a uniformly distributed random number is added to alter the correlation

value.

3.5.2 Parameters and results

We draw R = 10,000 samples of size 1,000 in the frame population using the SRSWOR
sampling design. For each r-th sample, r = 1,..., R, we compute the value of the five
double GWSM estimators considered in subsection 3.5.1. Let us denote {;g) a double GWSM
estimate computed for the r-th sample, r =1,..., R. For each double GWSM estimator fyz
introduced in subsection 3.5.1 we have computed the Monte Carlo relative bias :

R 1 &8 —¢
RBuyo(typ) =100 x =y 227
MC( y2) R ~ ty )
and the Relative Root Mean Square Error (RRMSE) with respect to the optimal double
GWSM estimator 75" :

. MSEpc(ty)
REMSEwc(ly) = JMSEJAZ[(t)
y2

where
A Ay o)
MSEyc(typ) =R (ty2 —R! Zty2> .
r=1 r=1

Figures 3.5, 3.6 and 3.7 display the values of the RRMSE of each double GWSM estimator
for different correlations, with respectively variables ¢, u and ¢ as the variable of interest. As
the absolute value of the relative bias of all estimators considered remains below 0.3%, it is
not reported.
é%T,Opt(QFM,opt>

The estimators obtained with alt are consistently less precise than the

estimators obtained with alt Np; in all figures, regardless of the correlation. Noting that the
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FIGURE 3.5 — Relative efficiency of the alternative double GWSM estimates compared to
optimal double GWSM estimates of the total traffic.
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FiGURE 3.6 — Relative efficiency of the alternative double GWSM estimates compared to
optimal double GWSM estimates of the total of the inverse traffic.
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FIGURE 3.7 — Relative efficiency of the alternative double GWSM estimates compared to
optimal double GWSM estimates of the total of the uniform variable.

computation of alt é%T’Op L(OFMort) requires knowledge of the #FM-oPtoptimal MT weights

Np;/Npy for some cases j, making it more costly to use than alt Ng;, we do not recommend
using alt 07, (0FM") to compute alternative MT weights.

The precision of the estimators obtained with alt Np; is consistently the best in all figures
when the correlation is higher than 0.8. However, in figures 3.6 and 3.7, when the correlation
is low, the usual estimator performs better. When the correlation is reasonably high (above
0.1 for figure 3.6 and 0.4 for figure 3.7) yet below 0.8, the estimator obtained with alt y;
is the best. In some cases, as in figure 3.5, the estimator obtained with alt y; consistently
performs better than the usual estimator.

The results suggest that while the usual double GWSM estimator may not be the most
efficient alternative in terms of variance, its loss in efficiency compared to the optimal double
GWSM estimator is still acceptable, with a multiplier ranging from 1.6 to 2. However, it is
important to note that these simulations were designed specifically for situations similar
to La Poste, where the loss in efficiency between the usual and optimal double GWSM
estimators is around 1.6 (as discussed in Medous et al. (2023a)).

To summarize, we recommend the use of alternative MT weights obtained with alt Np;
due to their low computation cost and close proximity to the 87 M:9P_optimal MT weights,

provided that the correlation between alt Np; and Np; is high. Alternatively, when the
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correlation between all potential alt N; and Ng; is too low, it may be beneficial to choose a
variable alt y; with a reasonable correlation to y; instead. However, this method requires to
know the value of y; for many units j € sy; and for all variables of interest, which can lead
to an increase in observation and computation costs. The usual double GWSM estimator
is the simplest to compute and show an acceptable loss of precision in our simulations.
Medous et al. (2023a) study the impact of the distribution of links between populations on
the precision of the usual double GWSM and identify a few situations where the usual double

GWSM estimator performs poorly compared to the optimal simple GWSM estimator.

3.5.3 Perspectives for La Poste application

Currently, La Poste calculates the total quarterly traffic carried by rounds through double
indirect sampling and double GWSM, using a frame population of addresses and an inter-
mediate population of boxes. The samples in the frame population are obtained through
stratified SRSWOR, satisfying both the A-property and ci-condition, such that there exists
a set of optimal FM weights and #7M-2Pt_optimal MT weights given by Proposition 3.3.3.

In La Poste case, Np; is the number of addresses in the box j and Npy is the number
of addresses in the round k. The optimal FM weight for a box j is 1/ng; and the 97 Mort.
optimal MT weight between j and round k is Np;/Npy if k£ and j are linked, 0 otherwise.
Unfortunately, in La Poste case, the number of addresses Ngj, in round k is unknown for all
k € Ur and the §F™Pt_optimal MT weights cannot be computed for La Poste estimator.
Thus, La Poste currently uses optimal FM weights and usual MT weights to compute its
double GWSM estimator. However, in the future, the sample size will be reduced, leading to
a loss of precision in the estimators. Therefore, La Poste aims to enhance their MT weights
to limit this loss of precision.

La Poste intends to use available auxiliary information on the population of boxes to
compute alternative MT weights. This information includes dimensions of the boxes, which
are observed for all boxes linked to an indirectly sampled round. However, using this variable
to compute alternative MT weights did not result in a significant improvement in precision
compared to the usual MT weights.

La Poste is currently exploring the use of another observed variable, namely the traffic
within the box, which is available for all boxes of an indirectly sampled round. This variable
is assumed to be correlated with the variable y; defined in section 3.4 for a set of round that
is yet to be identified. Work is ongoing to evaluate the potential of using this variable to
compute alternative MT weights and improve the precision of the estimators.

As an additional source of information, La Poste has access to the RAO dataset, which
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contains a non-updated number of addresses in boxes. While this dataset shows potential
for computing alternative M'T weights, it currently suffers from inconsistencies and cannot

be used at the moment.

3.6 Conclusion

The use of indirect sampling coupled with double GWSM can reduce the number of ob-
served links, but this comes at the cost of a potential decrease in accuracy of the double
GWSM estimator, as discussed in Medous et al. (2023a). In the present paper, we demons-
trate the existence of optimal weights for double GWSM that can be used to reduce costs
without deteriorating the precision of the estimators relative to an optimal simple GWSM es-
timator. We have also proposed alternative weights for situations where the optimal weights
are not computable, and have demonstrated their relative efficiency in a case similar to La
Poste example. To gain a deeper understanding of how alternative weights work, it may be
necessary to develop models for both the variable of interest (Sarndal et al. (1992)) and the
links (Xu and Lavallée (2009)). However, this topic is not in the scope of our paper, which
is primarily focused on optimal double GWSM.

3.7 Appendix

Propositions from Medous et al. (2023a)

For any unit £ from Ur, let us denote Upy, of size Ngy the set of units in Up linked to
k. For MtO links, the sets Upy, k € Ur form a partition of Ur and we can assume units in
Ur are ordered with respect to the sub-populations Upg. We denote by A = (Ay); vev, the
covariance matrix of size Np x Np. For given k, k" from Uz, let Agp = (Ajir )icUpp,irev,,, e
the submatrix of A corresponding to elements in position i (resp. ') if ¢ (resp. ') is linked
to k (resp. k') and let Ay be the submatrix Ayy. For MtO links, these submatrices form a
partition of A :

A = (Apw )k pevs-

Let us denote by 1 the vector of ones of size Nx; and by A’ the transpose of a given matrix
or vector A.
The following definition was introduced by Medous et al. (2023a) to characterize all sampling

designs for which a set of optimal standardized link weight exists.

Definition 3.7.1 (A-property for Ur). For MtO links, a sampling design is said to satisfy the
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A-property for Uy if, for any k in Ur, Ay is invertible and for any k # k' in Uy,
Az = 151}, with cge not depending on i and 7'

The following proposition, introduced by Medous et al. (2023a), gives the expression of
the set of optimal link weights for all designs satisfying the A-property.

Proposition 3.7.1 (Medous et al. (2023a)). If the links are MtO and the sampling design
satisfies the A-property for Ur, then there exists a unique set of standardized link weights

minimizing the variance of fyl for all variable of interest y given by :
~ -1
07 icve, = A 1 (1LAML) , for all k € Ur.

This proposition holds as long as the matrix A verify the A-property for Ur, but A does
not need to be a covariance matrix. Let us consider a simple GWSM estimator fyl, given
by equation (3.1), obtained using some standardized link weights ;.7 € Up, k € Ur and
the optimal simple GWSM estimator £ obtained using optimal link wieghts. The following
proposition, introduced by Medous et al. (2023a), gives the loss of efficiency between tAZ’it and
fyl when the sampling design satisfy the A-property for Ur.

Proposition 3.7.2 (Medous et al. (2023a)). If the links are MtO and the sampling design
satisfies the A-property for Ur, then the loss of efficiency compared with optimal link weights

O i € Up,k € Uy, is given by :

Var(t,) — Var(E5) = Y yp Var(ts, — opt = " yiVar(l (;Zpt),

keUr keUr

where fgzpt =Y icsr d;0%" is the Horvitz- Thompson estimator of the total tgort = Licvp 07" =

1, and fékfé,i” =D iesp di(éik — éf,ft) is the Horvitz- Thompson estimator of the total tekiezpt =
0, for all k € Ur.

Sherman-Morrison formula

This formula, introduced by Sherman and Morrison (1950), is used in the proof of Pro-
positions 3.3.2 and 3.3.3. Let A be a square matrix of size n x n, n € IN, and u, v two vectors
of size n. If A is invertible and v'!A~'u # —1, then A + uv! is invertible and

—1 Ayt AL

(A—i—uvt) = A"t T oA Ty
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Proof of Proposition 3.3.1

Let us consider the double GWSM estimator fyg computed for any variable of interest y
and any set of weights é%T, j € Uy, k € Up. The double GWSM estimator can be rewritten

as a GWSM estimator between Ur and Uy of a variable z; = > e, é%Tyk :

1ESE k‘EUT jEU]\/[ 1€ESF jEU]M

~ Y4 (Z > 95M9%Tyk) -l ( 2 égsz) |

Since the A-property holds for U,;, we can apply Proposition 3.7.1 to the GWSM estimator
Sicsp di (ZjeUM éf;-sz> of the total > ;cy,, 2;. We obtain the unique set of optimal weights

between Up and Uy, :

i - B -1
(95M’opt)ieUpj _ (AM) ! ]lj-w (]lé-m (AM) ! ]15”) , for all j € Uy,

J J

which concludes the proof. O

Proof of Proposition 3.3.2

Let us consider any set of FM weights éf;-M .1 € Up, j € Upr. The double GWSM estimator
computed can be rewritten as a simple GWSM estimator between Uy, and Ur with sampling
weights d; = D ieUr; dz-éf;M :

~xa(s s aan)- i)
i€ESp keUr jeUy JESM Je€UM

We can get the matrix A = (A” ) - of size Ny X Ny, as defined in equation (3.8), by
J.J M

rewriting the variance of %, :

Var(fyl) = Z Z N Z Z HFMG%Tyk Z Z QFMH e Yk

i€Up i'eUp keUr jeUn k'eUr j'€Upn
_ nF M FM aMT aMT
= > > | 2 X Awl MOt | 2 O e D O
jeUn j'€eUn \i€eUr eUp keUr k'eUrp
= >0 > Ay X 0w Y Ol
Jj€UN j'€UNM keUr k'eUr

Wlth A]j’ = ZiEUF Zi’EUF A QFMQFM

i1/ 1)

Let us show that the A-property for Ur holds for A. Let Ay be the submatrix of A

corresponding to the elements in position j and j’ such that j and j’ are linked to k. We
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have :

X  AFMjFM _ ((AFMyt M (GFMY
Ay = (Z A ) B = ((% Jicvg, By (Oirye )Z/EUFJ")j,j'GUMk
73,3" €Uk

i€Urpi'eUp

Since the A-property for Uy, and the c-condition are verified, AY, = A} if j = j" and

e 1} 15" otherwise, and, for all j, j" € Un,

~ ~ (QNZM)EGUFJ-A?/[(éng)iIEUFj7 if .7 = jla
(O’L};M)fGUFJ A%’(eij)ileljpj/ -
e (BEM) oy, TV EEY

i€UR; il )ileUFj’ = Ck OtherWISe,

because, for all j € Uy, (éf;M)erF 1}" =1 by standardisation.

J

A}, is the square matrix containing the values of (67 Vievy, A} (05 Jirev,, for 4,5 €

Uk Since (égM)EGUFjAy(ijM)ileUFj7 J € Unp, and ¢, are real numbers, this means that
A}, is a square matrix with the values (éf;M)erFjAy(éij)i/eUFj, J € Ung, on its diagonal

and ¢, everywhere else. Let 1, be the Ny dimensional vector of ones and, for any vector u,
let us denote diag(u) the diagonal matrix containing the elements of u. We can rewrite Ay,
k € Ur, as follows :

Ak = dmg (((éSMﬁeUFJAy(éij)l’GUFg - Ck) > + Ck]le]le

J€UME

Using the Sherman-Morrison formula, we can show that Ay, is invertible if and only if (iif)
(éf;M)t Aé\/l(éng)i’eUpj — Ck 7é 0 for aHj € UMk and

iEUFj
o . . -1 _
cplidiag <((Qif;‘M)geUpjA?/[(Qz‘}TJM)i’EUFj - Ck)jeUM;) 1y #—1.

Let Akk/, k # k' € Ur be the submatrix of A of size Nue X Ny corresponding to the
elements in position j and j’ such that j (resp. j’) is linked to k (resp. k’). Since the links
are of type MtO-MtO, k # k' implies that, for all j € Uy and j' € Uppr, 7 # 7. Thus, by
using the ¢,-condition, we have :

A = (05" i, AL OF vty ) jetinns
]IEU]V“C/
= (ckk/(95M)EGUF],]ly]lj-‘f“(égjy)ile%j,) :7/'€UMk = Ckk/]lk]ll;ﬁ/,
I €Uyt
which proves that A satisfies the A-property for Up.
Then we can apply Proposition 3.7.1 to the GWSM estimator Y, ,, d; (ZkeUT §%Tyk)
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and we obtain the unique set of optimal weights between U,; and Ur :

(B2 (97)) = AL (14AML) L forall j € Uy,

J€UME

which concludes the proof. O

Proof of Proposition 3.3.3

We assume that the A-property for Uy, and the cg-condition hold. Let us first compute
the value of Ay, k € Up, defined above for the optimal FM weights given by Proposition
~ -1 —1
3.3.1, (05" )iev,, = (AM) 1A, for all j € Uy, with Ay = 12 (AM) 1M -

o nF' M, opt\t M (pF M,opt
Ay = ((91‘]‘ )ieUijjj’(Qi’j’ )i’EUFj’>
M

ur(an)” / (al) "1y
Aj o Ay

J:3' €Uk

73" €Uk
= dZCLg ((1/)\J — Ck)jGUMk) + Ckﬂkﬁz

since for j, j' € Ungy, 1) (Aj.”)_l AN (Aé‘?)_l 1)) =1/);if j = j/, and ¢, otherwise, with
the value of ¢, k € Ur, given by the cj-condition.

Since A;‘”, Jj € Uy, is invertible thanks to the A-property for Uy and 1/\; — ¢, =
(1 —ckA;)/Aj, j € Unp, is a real number, we get by using the Sherman-Morrison formula that

Ak is invertible iif :

. —1 .
cr1idiag ((1/)\j — Ck)jEUMk) 1, #—1
= ¢ Z A/ (1 —cxAj) #—1 and ¢pA; # 1 for all j € Upy,

J€UME

and we have :

< - L D-'1,1tD'1 1:D—'1 L
A7, =DM, - EF SRR Tk (g GRSkl Tk ) poif,
1+Ck]l';€D_1]lk

and -
Ck]l}th_l]lk
1+ Ck]lib_lﬂk

it A, = (1 ) it p1i,.
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A -property Cj.-condition
|

FIGURE 3.8 — Expression of Ay when the A-property holds for Uy, and the cg-condition is
verified.

Finally, we get :

(é%T(@FM,opt)) ' _

ko Lk K

D1, < A/ (1= ce)j) )
WD \Syeva A/ (L= adi) ),
since D! = diag ((/\j/(l - C’f)‘J)jeUMk>'

We will now show that the optimal weights for simple GWSM estimators given by Propo-
sition 3.7.1 can be rewritten as an expression of the optimal FM weights given by Proposition
3.3.1 and the #FM-2P'_optimal MT weights if the A-property for U,; and the c,-condition hold,
and if ¢ > jerr,,, Ai/ (1 — ;) # 1 and ¢ # 1 for all j € Uny.

Let us compute the value of
5 -1
(07 Vievn, = Ay (1LA1), for all k € Ur

when the links are MtO-MtO, the A-property holds for Uy, and the ¢;-condition is verified.

For a set of square matrices (4;),cv,,,., let diag ((4;)jev,,.) be the block diagonal matrix
whose main-diagonal blocks are the matrices (A4;);erv,,,. When the links are MtO-MtO, the
A-property holds for Uy, and the ci-condition is verified, the matrix Aj defined in section
3.2.1 is given in figure 3.8 and can be rewritten for all k € Ur as

Ay = diag ((AM - ck]léw]ljw)

j ) +Ck]lk]lz.

J€UMEK

We will first show that Ay is invertible iif cx Y ;ep,,, Aj/ (1 —cd;) # 1and ep); #
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1 for all 5 € Upsi. Let us denote D = diag ((A;” — cklly]lj-‘/”)jeUMJ the square matrix of
size Npi. Using the Sherman-Morrison formula, we can show that Ay is invertible iif D is
invertible and ¢ 14 D~11;, # —1.

Since D™ = diag ((A;” — Ckﬂ%]lé%t)jeUMk) 1 = diag ((A;” — ck]ly]l;‘/”);UMk), D is
invertible iif Aéw - ck]lé»”]lém is invertible for all j € Upyg.
Since Aéw , j € Uy, is invertible thanks to the A-property for Uy, we can show using the
Sherman-Morrison formula that AY — ¢, 11" is invertible iif ¢, 13" (A;-W)il 1Y =) #

1, and we have :

(A - cknyﬂjMﬁ)_l —(aM) s Cr (AﬁM)_l Ly (1AJM>_1

J
. AM) gy (AMY 7
:(A;W) 1+Ck< ]>1—Jckj\j< ]> '

Then we can compute D! :

e (A2) i (Al

J
1— Ck)\j

D™ = diag (AM)_I +

J€UME

Since 1 is the vector of size Np, composed of all vectors of size Np; 1;”, 7 € Ung, we

can rewrite D711, as :

-1
. _ AM) QM
D1, = ((HCMJ > (a) 1]1;?4) _((ar)
1— Ck)\j Je€Unk 1— Ck)\j ‘
J€UME

-1
with ((Aj”) ]l;”) (1-— Ck)\j)_l, J € Ung, vectors of size Ng;. We compute 1, D11 :

e (A;w)‘l 1

)\.
]IZDflllk — Z J = Z — ) .
J€UME 1= Ck)\j J€UME 1= Ck>\j
AA
Then A,;l is invertible iif ck]lZD’I]lk = ¢ Z ﬁ # —1 and ¢ \; # 1 for all
i€UME =~ ChAj

7 € Upye and its inverse is given by :

CkD_lllk]l};D_l
1+ Ck]l;CD_l]lk .

At=D1 -
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We can use Proposition 3.7.1 to compute the optimal weights éf,ft, 1€Up, keUrp:

(03),,, = AL (1A L)

—1
Ck]l};D_l]lk _1 Ck]ll];D_l]lk P
=(1- DM, x([1- 1D 1
< 1+ 1t D11, i 1+ ltD-11, ) " b
o Dil]lk
-~ 1LDy”

By plugging the values of D711, and 1{ D=1, computed above, we get :

(ay) "1y

~1
- A
pert —_ |7/ I 7y
( ik )iGUFk 1-— Ck)\j ) x ( Z 1— Ck)\j/)
J€UME

J'€Umk

1
(A ﬂy/(lckAj))
J€UMK

Ej’EUMk )‘j’/ (1 — Ck)\j/)

(A7) 11/ x /(1 =)
Yyt At/ (1= crAy)

J€UMEK

—1
(a¥) HJM) Ay
J€UMK

Zj’GU]\/[k AJ,/ (1 - Ck)\j,)

_ (pFM NMT,opt ( nF M ,opt
- (01 )jeUM,c O (0 )

1 AFM GFM . , _ SO
with 6; ot (92.]. ’Opt)ieUFj, J € Uur, vectors of size Np;. Recalling that >-;c;,, Hf;MQ%T

has only one non null element when the links are MtO-MtO, this concludes the proof. [
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Proof of Proposition 3.3.4

AMT,0pt AMT,alt
P and 1,

Using Proposition 3.7.2, the difference of variances between £, can be

rewritten as

var(i‘;tlzt> opt Z yk (Z Z A“ Halt opt)<ealt 90pt>>

keUr 1€Up 'eUp
= Z ?Jz Z Z Agir Z <(9~%T’alt QMTOpt(QFM’Opt))éng) X
keUr i€Up i'eUp jeUNm
Z ((QMT Lalt eMT opt)eif;‘]y,opt)
J'€Um
Z yk Z %Talt QMTopt<9FM,opt)) Z (ej]\/[Talt QMTopt)
keUr 71€Un 7'eUn
Z Z A“ QFM opteFM ,opt
i
i€Upi'elUp !

For all j € Uy, we denote by OJM Tort the vector of optimal FM weights defined in Proposition

3.3.3. Then we can rewrite

Z Z A IQFMopteFMopt (OMTopt> A GMTopt

(13 1)
i€Up i'eUp
-1

we(ay) o (ay) Ty
RN T TNt

Since the sampling design satisfies the A-property for Uy and the cg-condition, Aj; =
ij/]l;‘/”]lj/ = Ck]léwt]lj/ if j # j/ both linked to k and

1 o
e ) W (AN
Z ZAMGU 07’9 P

i€Upi'eUp
Cr, otherwise.
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Then
A A - - 1
Var(ief) — Var(ipy') = 3 wi D (G — 05 (67 Mor))? =]
! = A =T ’ 1 (AM) 1M
~ . ~ ~ ! ~
Z ylz Z (O%T,at . G%T,Opt(eFMppt)) Z (Q%T,at o Q%;Tppt)Ck-
keUr  jeUy J'€UM,J'#]
~ ~ 1
o 2 MT,alt MT,opt  n ' M ,opt\\2
= Z Yk Z (% — 0, (0 ) 1
Kby iUy ’ B (A;‘”) 1Y
SMT,al SMT, , SMT,al SFMT,
Z yi Z (ejk alt ij opt(eFMopt)) Z (ej'k alt ej'k opt)ck_
keUr jeUNM 7'eUnp

> iE T (T B e

keUr  jeUy

Since for all k € Ur the link weights 0, " (07Mor) and 67,7 between j € Uy, and

k € Ur are standardized, we have Y;cp,, (07, — 03,77 (97!)) = 0. Then

A A - - 1
Var(tZth) _ Var(tggt) _ Z yi Z (H%T,alt _ H%T,opt(gFM,opt))Q — ¢

—1
keUr  jeUy ]lj-‘“ (A;”) 1M

Proof of Corollary 3.3.4

To prove the corollary, we have to consider estimator of the mean over Uy, since the total
over Ur may not converge. Let us denote fy = ;—F We consider the asymptotic framework
considered in Isaki and Fuller (1982) for Ug, U MF and Ur simultaneously, with MtO-MtO
links between populations. More specifically, we assume that the population sizes of Ng, Ny,
and Np, and the sample sizes ng, ny; and ny go to infinity while the size of Ny for all
k € Ur and Np; for all j € Uy, is bounded. In the example of La Poste survey, this entails
that the number of boxes in a round or the number of addresses in a box does not go to
infinity. Every time a new round is added to Ur, all boxes and addresses linked to this round
are added to Uy, and Uy respectively without impacting the preexisting rounds.

We assume the following :

H1 limy_.fy =7 € (0, 1),

N
H2 Np, Ny, Ny, ngp and ny > 1 and that N—F = O(1) with the Landau notation O,
T
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1 Z 2
Nr keU

Corollary 3.3.3 gives the expression of the difference of variances of double GWSM esti-

H3 there is a positive constant C' such that, for all Ny and all Ny,

mator of the mean over Ur for samples in Ur drawn using SRSWOR

1., 1,
Var <]V,Ttyl2t> — Var (]\thygt>

1 “MTalt  AMTo op\2 [ L Ne—np Np—Np;  1—fy 1
= 2 nyg > (B = g 0" o) (n N1 N T 1)
keUp VT jeUy r Nr Fj Jn Nr

To show that we can approximate this expression with

- ~ 1 Np —ng Np — Np;
B gMT.alt _ GMT.opt (FM,opt 2( L ONF FIVF Fj
> vt 2 (O T ) ng Np—1  Np,

we have to show that the difference

1 ~\MTa ~MT.0 o2 (1= fn 1
A= X i Y (O gy (L L

keUr JjeUM

is such that ny|Ayx| converges to 0.
For all j € Uy, and k € Up, the standardized weights are smaller than 1 thus |§%T’alt —

N . - 2
Q%T’Opt(GFM’Optﬂ <land (Q%T’alt — G%T’Opt(GFM’O”t)) < Nyi. We get that :
JjeEUM

1 1 a it o o 2(1— 1
nT‘AN‘ = np Z Fyi Z (9%T, It . G%T, pt(eFM, pt)) < fN >

keUr T J€EUNM fN NF —1
1 1—fn 1
<nr y2NMk< )
kEZU:T Nz 7k fy Np—1
nr 1 9 1—fn 1 )
< = [ — N,
~ Np (NT kEEI;T Yk Mk) ( v Np—1

nTl—fN 1 2 1
nr — SN
Nr fx )(N Yk | N

T keUr

1— ) [ 1 1
S( T ) <NT ZTyl?;NMkJ) Np— 1
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Thus

. . I—fn\Np (1 9 1
limy_oonr|An| < limpy_eo — [ — N =0,
N— T| N| = N— ( N ) Ny (NT keZUT Y INME .

using H1, H2 and H3, whih concludes the proof.

For stratified SRSWOR with H strata of size Ny, in Ur, h = 1,..., H, we denote by A
(resp. hyy) the strata of size Ny, in Ur (resp. of size Nypin Upy) composed of all units k € Uy
(resp. j € Uyy) linked to strata h in Up. Since the links are of type MtO-MtO, the strata in
Uy and Ur do not overlap. If H1, H2 and H3 holds for each stratum in Ug, Uy, and Uy,

then the previous reasoning can be done for each stratum, which concludes the proof. O
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Chapitre 4

QR Prediction for Statistical Data

Integration !

Abstract

In this paper, we investigate how a big non-probability database can be used to im-
prove estimates of finite population totals from a small probability sample through data
integration techniques. In the situation where the study variable is observed in both
data sources, Kim and Tam (2021) proposed two design-consistent estimators that can
be justified through dual frame survey theory. First, we provide conditions ensuring
that these estimators are more efficient than the Horvitz-Thompson estimator when
the probability sample is selected using either Poisson sampling or simple random sam-
pling without replacement. Then, we study the class of QR predictors, introduced by
Sarndal and Wright (1984), to handle the less common case where the non-probability
database contains no study variable but auxiliary variables. We also require that the
non-probability database is large and can be linked to the probability sample. We pro-
vide conditions ensuring that the QR predictor is asymptotically design-unbiased. We
derive its asymptotic design variance and provide a consistent design-based variance
estimator. We compare the design properties of different predictors, in the class of QR
predictors, through a simulation study. This class includes a model-based predictor,
a model-assisted estimator and a cosmetic estimator. In our simulation setups, the
cosmetic estimator performed slightly better than the model-assisted estimator. These
findings are confirmed by an application to La Poste data, which also illustrates that
the properties of the cosmetic estimator are preserved irrespective of the observed non-

probability sample.

1. Article de E.Medous, C.Goga, A. Ruiz-Gazen, J.F Beaumont, A. Dessertaine et P. Puech, & paraitre
dans Techniques d’Enquétes/Survey Methodology, 2023
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Keywords : cosmetic estimator, dual frame, GREG estimator, non-probability sample,

probability sample, variance estimator.

4.1 Introduction

In the field of economics and social sciences, surveys are usually based on probability
sampling methods. At the French postal service (La Poste) for example, the postal traffic
is estimated through quarterly probability surveys. Controlling the sampling design allows
for design-based inference without resorting to modeling of the study variables; this feature
is attractive to many survey statisticians. Neyman (1934) is usually known as the founding
paper of probability sampling theory. Since then, the literature on this topic has grown
rapidly with an interplay between theory and practice (see Rao (2005) for the most important
contributions).

Recently, survey statisticians have observed a decline in response rates together with an
increase of the survey costs, which make probability sampling more challenging. In addition,
large non-probability samples, such as administrative data or web-based surveys, become
available often at low cost (see, e.g., Beaumont (2020) and Rao (2021) for more details). These
observations are also true at La Poste where, for cost reasons, the size of probability samples
is bound to decrease while a big database containing the automatically processed postal
mail is available. Even if non-probability samples are associated with unknown selection
mechanisms and may suffer from selection bias and measurement errors, they provide timely
information on the population of interest. This context leads survey statisticians to study
the integration or combination of data from probability and non-probability samples.

The literature on data integration in survey sampling has grown rapidly recently, and
the reader may refer to several reviews on the subject (see Beaumont (2020), Yang and Kim
(2020), Rao (2021), Kim (2022) and Wu (2022)). If we focus on the problem of combining
probability and non-probability samples, the different data integration methods can be divi-
ded into three groups depending on whether the study variable is observed in the probability
sample only, in the non-probability sample only, or in both samples (see e.g. Rao (2021)).
Most methods tackle the problem of the study variable observed in the non-probability
sample only, e.g. Kim (2022). In this context, the objective is to address the selection bias by
combining data from the non-probability sample with auxiliary data available in a probability
sample.

At La Poste, the problem is rather that the study variables (such as the different types
of mails sent) are only available in the probability sample whereas auxiliary information is

only available in the non-probability database. Such a context is rather rare in practice and
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has therefore not been studied in detail so far. The aim of the present paper is to study this
particular context thoroughly. The method we recommend and study in detail is applicable
nicely if (i) the overlap between the probability and the non-probability samples is ideally
large but at least non-empty, and (ii) it is possible to accurately match observations from
both samples. At La Poste, the non-probability sample represents more than 80% of the
population ; as a result, its intersection with the probability sample is large. The matching,
however, is a difficult task that La Poste is still investigating.

In the situation where the study variables are measured in both samples, Kim and Tam
(2021) propose a design-based dual frame approach to improve the efficiency of the Horvitz-
Thompson estimator (Horvitz and Thompson, 1952), which uses the probability sample only.
The total of the study variable over the whole population is estimated by summing the true
total over the non-probability sample and an estimator of the total over the complementary
of the non-probability sample. Kim and Tam (2021) propose several estimators that can be
deduced from a calibration perspective.

In Section 4.2, we revisit the approach of Kim and Tam (2021) and derive general results
on the efficiency of their proposed dual frame estimators. In the situation where the study
variable is not measured in the non-probability sample, we propose to replace the true
unknown total over the non-probability sample by some prediction. In Section 4.3, we adapt
the general class of QR predictors, introduced in Wright (1983), to data integration. This class
of estimators includes the well-known model-assisted (GREG) and model-based estimators,
but also the cosmetic estimator (Sédrndal and Wright, 1984). We first exhibit a condition
under which the QR predictors can be written in a projection form. We then derive a QR
condition such that these predictors are identical to model-assisted predictors. In Section
4.4, we look at the asymptotic properties of the QR estimators. We show that they are
asymptotically unbiased under the model and the sampling design. We also prove that,
under the QR condition, the predictors are asymptotically design-unbiased. We derive their
asymptotic design variance and provide a design-consistent variance estimator. In Section
4.5, we use Monte Carlo simulations to compare several QR predictors and show that the
cosmetic estimator is a good compromise for several setups. In Section 4.6, we consider an
application to La Poste data and illustrate the impact of the non-probability sample on the

estimators. Finally we conclude and give perspectives in Section 4.7.

4.2 Study variable observed in both samples

We are interested in estimating the population total T' = >, ;7 yi, Where yy, is the value

of the variable of interest Y for unit k of the population U. A probability sample sp is drawn
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from U using a sampling design p(sp|Z), where the population matrix Z contains design
information such as strata identifiers. The sample inclusion indicator, I, k € U, takes the
value 1 if unit k is selected in sp, and 0 otherwise. The probability that a given population
unit £ is selected in sp is 7, = E,({;|Z). We assume in the present section that the variable
of interest Y is observed for each unit of the probability sample but also for each unit in
the non-probability sample syp C U. The inclusion indicator in syp for the population unit
k € U is denoted as J, (i.e., 0y = 1, if k € syp, and 0 = 0, otherwise). We assume that 0y
is available for each unit of the probability sample sp. Denote by N (resp. Nyp) the size of
U (resp. syp) and by n the expected size of sp. Let THT = > kesp AxYr be the well-known
expansion or Horvitz-Thompson estimator of 7" with the sampling weights d, = 1/m. If
mr > 0, for all k € U, Tyr is a design-unbiased estimator of 7.

The non-probability sample syp is usually a cheap and large source of data. Its selection
mechanism is unknown, and its selection bias cannot be ignored when making inference.
On the other hand, the probability sample sp is assumed representative (without selection
bias), yet often expensive and of relatively small size. By combining information from the
two samples, we can expect to find an estimator more precise than the expansion estimator
obtained using sp.

Kim and Tam (2021) propose two estimators using combined data from sp and syp and

we propose to revisit the properties of these estimators. The total can be decomposed as :
T =Typ+1Tc,

where Tnp = Yresnp Yk = 2orev Oklk and To = Ypcr_snp Yb = >rev (1 — 6k)yk. Since yy is
measured for all units of syp, Typ is known, and we only have to estimate Ty, Kim and

Tam (2021) propose the following estimator :

Tpr = Tnp + > di(1 = 6)yr, (4.1)

kesp

where T is estimated using the expansion estimator. As pointed out by Beaumont (2020),
this can be viewed as a dual frame problem, with frames U and syp, where the sample sp is
randomly selected from U and a census is taken from syp. In this context of two sampling
frames, Tp; is an estimator that results from a direct application of the method proposed
by Bankier (1986). One may think that Tp; is more efficient than Ty, especially if the
size of the non-probability sample is large, but this is not true in general. The following
Proposition shows that, while the variance of Tp; is always smaller than the variance of Tyt

for Poisson sampling, the property is only true under a condition on the study variable for
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simple random sampling without replacement.

Proposition 4.2.1. (i) For Poisson sampling, the variance of Ty is less than or equal
to the variance of THT.
(i) For simple random sampling without replacement, the variance of Tr; is less than

or equal to the variance of Tyr if and only if

N N Y,
oVt - 2 (e -55L ),

- 1 - 1
where Yy = N Z Yk ts the mean of Y over U, Yyp = N Z Oryk is the mean of
keUu NP peu

Y over syp, and CVyp = \/S%’NP/?NP is the coefficient of variation of Y in syp,

1 _
_— 1) —Yyp)2
NNP—lkg] k(yk NP)

The proof of Proposition 4.2.1 is given in the appendix. Intuitively, the result (ii) of

Proposition 4.2.1 can be explained by the fact that the size of sp is fixed for simple random
sampling without replacement in the expression of THT while the size of sp NU — syp is
random for TDI. In other words, the estimator TD 7 is calibrated on Nyp and Ty p, but not
on N while THT is calibrated on V.

If the size of the population U is known, Kim and Tam (2021) propose to improve Trr

by using the following estimator :

Trpr = Tnp + TéHa);

where

Dkesp A1 — 0r)yi
Skesp Ae(1 — 0)

is a Héjek-type estimator of the total 7. Kim and Tam (2021) proved that Trpr is a

/\é’Ha) — (N o NNP)

Generalized Regression (GREG) estimator calibrated on N, Nyp and Typ. Its expression
can be further generalized by including additional calibration variables.

Following Kim and Tam (2021), it is possible to use the linearization approach and
derive the approximate variance of TPD 1, denoted as AVar(T ppr). For Poisson sampling, the
independence of the inclusion indicators reduces the comparison of TPD[ and TDI to the
comparison of Horvitz-Thompson and Hajek estimators of the total T = > e (1 — 0k )ys-
The Hajek estimator can be significantly more efficient than the Horvitz-Thompson estimator
but it is not true in general (see, e.g., Sarndal et al. (1992))

For Poisson sampling, the estimator TPD ; can be substantially more efficient than the

Horvitz-Thompson estimator Ty, as illustrated in our simulation study in Section 4.5. For
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simple random sampling without replacement, the approximate variance of Tppr can be
compared to the variance of Ty in more general conditions than in Kim and Tam (2021).
Proposition 4.2.2 below shows that the approximate variance of TPDI is smaller than the
variance of Ty for simple random sampling without replacement, and gives the expression

of the difference between the variances.

Proposition 4.2.2. For simple random sampling without replacement,

Var(THT) — AVCL’F(TPD[) = M (

VD | 2 Ol =Y0)" 4+ 3 (1= 3 (Yo = mz) 7

keU keU

1

m Z(l — 6k)yk 1S th@

_ 1 _
where Yy = N Z Yr s the mean of Y over U, and Yo =
keU

keU

mean of Y over U — syp.

In the present section, the study variable Y is assumed to be measured in both samples,
sp and syp. In the next section, we alleviate this assumption by considering that the study
variable is not known in the non-probability sample. This situation is the one encountered
at La Poste where not all variables of interest are measured in the automatically processed
postal mail. The big non-probability database is based on an image recognition process and
covers around 80% of the postal mails. This database contains some relevant auxiliary in-
formation such as the departure dates from the sending post office. However, such data are
subject to selection bias (e.g., mails with atypical shape are not automatically processed),
and measurement errors (e.g., errors in barcode scanning during the image recognition pro-
cess). In such a situation, we propose to use the intersection between the big database and
the probability sample, where the auxiliary variables together with the study variable are

available, and predict the unknown g for £ € syp — sp.

4.3 Prediction estimators for study variable unobser-

ved in the non-probability sample

Recall that the finite population total of ¥ can be decomposed as T' = Typ + T¢. The
total T is estimated as in Section 4.2 by the Hajek-type estimator TéHa). In the present
section, ¥y, is unknown for k € syp, and contrarily to Section 4.2, the total T p has to be
estimated. In order to do so, we introduce a working model for ¥ and the general QR class
of predictors of Tip that does not require y; to be known for units in syp. We assume
that a vector of auxiliary variables &y = (Xg1,...,Xgp)' is available for each unit k of a

non-probability sample syp C U. We also assume that d; and dyx; are available for each
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unit £ of the probability sample sp. Table 4.1 gives a summary of the characteristics of the

data we consider in the remainder of this paper.

east known Auxiliary
Sample Yk 0, available | selection variables
red . .
mechanism | available
sp Yes Yes Yes No
SNP No Yes No Yes

TABLE 4.1 — Data characteristics in the data integration context of Section 4.3.

The variable Y is not available in syp and we cannot use anymore T ppr since the total

Thp = Z OrYyk is unknown. The idea behind the class of estimators introduced in this section
keU
is to predict y, for k& € syp by using regression modelling between Y and the auxiliary

variables, and then predict T p. We assume the following working model between the study
variable Y and the vector of auxiliary variables x; :

Y = .’.U;,@ + €k, ke SNP, (42)
where the errors ¢, are independent with expectation E,,(gx) = 0 and variance Var,,(x)
proportional to v(xy) = vy for some known positive constants v. The subscript m indicates
that the expectation and variance are taken with respect to model (4.2) conditionally on
observed auxiliary variables @y, k € syp. Note that model (4.2) only needs to hold for units
in the non-probability sample. A model for Y does not need to be explicitly specified for
units k € U — syp as we always make inferences conditional on yi, k € U — syp.

We define a predictor g of yi for k € syp by gx = m,IB with

B= (Z dekwkm;) (Z Qk5kwkyk) : (4.3)

k€sp k€sp

where ¢, are known positive constants for £ € syp. We assume that the p x p dimensional
matrix 3 e, qkéka:k:cg is nonsingular for all possible samples sp.

We propose to estimate Tnp = > ey 0kyr by a QR predictor as suggested in Wright
(1983) :

TJ(V%R) = Z OkUk + Z "0k (Y — Ji)
keU k€sp
= Z 51&%3 + Z 70k (Y — ZB;B), (4.4)
keU kESP

where 1, > 0 are predefined constants. The initials Q and R refer to the constants ¢, and
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rt. The final estimator of T" is then given by
TQR) = PAR) | ) (4.5)

R)

Various choices of g and ry yield predictors T](\,% with familiar forms as detailed below.

1. For g, = dkvk_l and r, = dg, we obtain the model-assisted or GREG-type estimator :
~(MA ~(MA ~(MA
keU k€sp
A . A _ -1 —
where gj,gMA) = wg,@(MA) with BMA) = (ZkESP drvg 15kkag) (Zk@p divy, lékwkyk) )
2. For g, = v, " and 7 = 1, we obtain the model-based type estimator :
~(MB ~(MB ~(MB
e = > 5ky](g ) 4 > 0k(yn —y,(g )),
keU keEsp
N N ~1
where Q,EMB) = mgﬂ(MB) with BMB) = (Zkesp 5kv,€_1wkwg) (Zkesp 5kvk_1mkyk) )

3. For g4 = (d — 1)v;, " and r, = 1, we obtain the cosmetic-type estimator (Sirndal and
Wright, 1984; Brewer, 1999) :

T = 3 0™ + 2 dulye — 0™,
keU k€sp

where 9.7 = @] 8¢ with

-1
Ié(COS) = (Z (dy, — 1)111{151@:81958;) (Z (dr, — 1>Uk15k$kyk) .

kesp ke€sp

Let us derive some properties for this class of QR predictors. Proposition 4.3.1 gives a general
condition on the constants ¢r and r; such that the QR predictor can be defined as a sum
of predictions over the population. Proposition 4.3.2 gives another general condition on the
constants ¢ and 7, such that the QR predictor is a model-assisted type estimator. The

proofs are given in the Appendix.

Proposition 4.3.1. (projection form) Consider the QR predictor T](V%R) given by (/.4).
Under the condition that there exists a vector p € RP such that

(Proj) :  p'xpq, =1y forall k€ syp, (4.6)
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we have Yy, Te0k(Ye — Jr) = 0. In this case, T](V%R) can be written in the projection form :

Ty = > 6k
kel

The model-assisted estimator T’ ](Vl\ng) and model-based estimator T]%.B) satisfy Condition

(Proj) if there exists a vector p € RP such that p'x, = vy, for all k € syp. This condition
is satisfied when vy is one of the auxiliary variables in the model. If v, = 1, it is satisfied
provided that the intercept is included in the model. Condition (Proj) holds for T\ if
p'xy = vp(dy — 1)~ for all k € syp. A consequence of Proposition 4.3.1 is that, for
equal probability sampling design such as simple random sampling without replacement, the
model-assisted, the model-based and the cosmetic estimators are all equal.

Using Theorem 2 from Wright (1983), we derive the following proposition. For ry satis-
fying Condition (QR) below and any given g, the QR predictor of T p is identical to the

model-assisted predictor of Ty p with the same g.

Proposition 4.3.2. Suppose that the constants r, and qr are such that there exists some
vector A € RP such that

(QR): 1 —mpry = mequzi X for all k € syp. (4.7)
Then :
7y — 24P,
where
TN =Y 6@l B+ Y didilys — i B) (4.8)
keU ke€sp

is the model-assisted type predictor of Tp with B given by (4.3).

Following Wright (1983), we note that the (QR) condition always holds for T](Vl\ng). This
condition also holds for the model-based estimator 7’ ](\,I\I/IDB) if and only if there exists a vector
A € R? such that vi(d,—1) = ] A, for all k € sy p. This condition is true if we take vy (dj,—1)
among the auxiliary variables x;. Condition (QR) holds for the cosmetic estimator T](VCISS) if
and only if there exists a vector A € RP? such that v, = a:;)\, for all k € syp. This condition

is true if vy is included in the vector of auxiliary variables.
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4.4 Asymptotic properties and variance estimation of

QR predictors

Let us consider the class of QR predictors T(QR) given in (4.5) and start by studying the
prediction error 7(@®) — T under the model (4.2) and the sampling design p(-). We have

TR — 7 = (T = Typ) + (T8 - Tc) .

The first right-hand term depends on the model and the sampling design, while the second
right-hand term only depends on the sampling design. Assuming that the sampling design
is not informative with respect to the model (4.2), we can prove that the expectation of

AJ(V%R) — Txp computed with respect to the model is equal to 0. Indeed, the model bias of

AJ%%R) is given by :

Em(TJSI%R) - TNP) = EkeU 5kEm(w;—B - yk:) + Zk’ESP dekEm(yk - ‘1311—3)’

R 1
with 3 = (ZkESP qk5kmkmg) (ZkESP qkékazkyk). Under the model (4.2), E,,,(yx) = . 3 for
all k € syp, Em(é) = (3 and Em(w;ﬁ — i) = 0, implying that

En (T8 — Ty p) = 0. (4.9)
The estimator TéHa) is a Hajek-type estimator of T and is not design-unbiased for T¢.
Following Sarndal (1980), we rather look at its asymptotic design-unbiasedness. An esti-
mator 7' is said to be asymptotically design-unbiased for the finite population total T if
limy_ oo N7'E,(T) — T] = 0, where E,(-) is the expectation computed with respect to the
sampling design. The asymptotic framework from Isaki and Fuller (1982) can be considered
to allow for the population and sample sizes to grow to infinity. Assuming that the probabi-

TéHa) is asymptotically

lity of observing an empty intersection set spMsyp is negligible, then
design-unbiased for 7. Combining this property with relation (4.9), and considering a non-
informative sampling design, we get that T(@®) is asymptotically mp-unbiased for 7' under

model (4.2).
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4.4.1 Bias properties of 7(Qr)

Let us consider now the QR class of predictors that satisfy the (QR) condition given by
(4.7). For this class of predictors, the final estimator of 7" is

PQm) — QD | i)

and the standardized total error is given by :

]1] (T(Qﬂ) _ T) —

1

S (T — Tp) + 1 (T8 — 7).

N

The estimator 7@ is not exactly design-unbiased because of the nonlinearity of B
and of the Hajek estimator TC . Wright (1983) proved that the (QR) condition given in
Proposition 4.3.2 is a sufficient condition for T](\%r) to be asymptotically design-unbiased for

T'np, provided that

T
N—oo N keU

kesp

where 8 = (Xrer Thark®h®) )~ Sper TharOs LYk, and assuming that Ypep TqedrTra, is
nonsingular. Following Breidt and Opsomer (2000), if the sampling fraction n/N converges to
a constant different from 0, assuming mild conditions on the first and second-order inclusion
probabilities of the sampling design, and on the auxiliary information vectors x; for all

k € syp, it can be shown that :

Jm BN G~ 3 duduan)|P =0,

keU k€sp

where || - || is the usual Euclidian norm. Equation (4.10) follows by assuming that the regres-
sion coefficient estimator satisfies limy_,o E,||8 — B||> = 0 (see Cardot et al. (2013) for more
details). The estimator T((;Ha) is a Hajek-type estimator which can be shown to be asymp-
totically design-unbiased for T if the probability to observe the empty set for sp N syp is
negligible. We conclude that the QR predictor 7@ s asymptotically design-unbiased for
T.

4.4.2 Asymptotic variance and variance estimation of 7(Qm

Because the QR estimator T(Q7 is asymptotically design-unbiased, we estimate its asymp-

totic design variance rather than its design mean square error. We can write the standardized
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total error as

1 . 1

— (T —T)= — [ Y de(Bx +ex) = Y (Ep +ex) | + R+ Ry,

N N \ics, heU
where 5 (1— o)

- / — O )Yk
By =ok(yr —x008), ex=(1-5) <?Jkr - = i\lfj_ Nup ) )
-
kEsp keU

and

( del—ék)1;{(1\7—]\[1@—26&(1—%) (deek—Zek).

kesp kesp kesp keU

As in Section 4.4.1, we assume the usual conditions on the sampling fraction n/N, on the first
and second-order inclusion probabilities, on the variable of interest 3, and on the auxiliary
information vector ;. We use the Landau notations big O, and little o,. If |3 — B||* =
0p(1) and (Sye,, di(1 —8)/N) " = 0,(1), then Ry = 0,(n""?), Ry = O,(n~") and the

standardized total error can be approximated by

;(T@W) ~T)~ Jif (Z de(Bp +ex) = > (Ep + ek)) ;

kesp keU

where the right-hand side of the above expression is of order Op(n_l/ 2). Since Z dp(Er+ex)

k€sp

is the Horvitz-Thompson estimator of the total Z (E) + er), the asymptotic variance of the
keU
QR estimator T(Q™ is given by :

AVal"(T(QW) Z Z Akldkdl(Ek + ek)(El + €l)

keU leU

Assuming that 7y > 0 for all k,1 € U, an estimator of the asymptotic variance is given
by

=> > —dkd, B, +e)(E +¢),

kesp l€sp

where Ej, = 6p(yr — 7 8) and &, = (1 — ) (yx — Swes, A (1 — 0w )yr /(N — Nyp)). We
can show, under assumptions detailed in Breidt and Opsomer (2000) and Goga et al. (2009),
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that this estimator is design-consistent for AVar(7(@™) in the sense that N~2n(V (T(Q™) —
AVar(7(@)) = o,(1).

4.5 Simulations

In this section, we show the results of a Monte-Carlo study that compares the efficiency of
three special cases of the QR predictor, T@QR) — T](V%R) +T éHa), given in Section 4.3, namely
the model-assisted, the model-based and the cosmetic estimators, assuming that vy = 1 in
model (4.2). We also compare these estimators with the expansion estimator and the PDI
estimator defined in Section 4.2. To illustrate that the relative superiority of estimators
depends on the data structure, we define three different setups based on different artificial
populations. As mentioned in Section 4.3, if the probability samples are drawn using simple
random sampling without replacement, the three QR estimators are all equal. Therefore, we

focus on Poisson sampling with inclusion probabilities proportional to an auxiliary variable.

4.5.1 Populations and setups

The variables are generated using Gamma distributions to ensure their positiveness.
Similar simulation results were obtained with Gaussian distributions but are not reported
below. All populations have a size N = 1,000. We generate two auxiliary variables X; and
Xo, where X (resp Xs) follows a Gamma distribution with mean vy = 20 (resp v = 30) and
standard deviation (Std) oy = 15 (resp oo = 20). We use different models to generate the
variable Y for all population units. For each model, Y| X7, X follows a Gamma distribution

. . 2 .
with mean pyx, x, and constant variance Oy X1, X2 which depend on the model.

1. For Model 1, py x, x, is a linear function of X; and Xj :
Ly |x,,x, = ap + a1 Xy + axXs.
2. For Model 2, py|x, x, is a quadratic function of X; and a linear function of X :
Iy x,,xs = bo + b1 (X1 — )_(1)2 + by X5 with X; the mean of X; over U.
3. For Model 3, py|x, x, is a linear function of X5 :
Ky |x;,x, = Co + C2Xo.

To make the results comparable between the three models, we determine the constants aq,
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ai, as, by, by, by, co,co, and 032/| x,.x, in such a way that the following characteristics are the
same :

— the unconditional mean p and variance o2 of the variable Y,

— the coefficient of determination of the model, denoted as R?,

— the ratio of variances for the explanatory variables :
v = Var(a; X,)/Var(ay; Xs) = Var(bi (X1 — X1)?)/Var(by X5).

This ratio is only relevant for models 1 and 2 since X; is not included in Model 3.
In the following, we set = 100, 02 = 100, and v = 0.5. In Section 4.5.2, the R? value
is either fixed to 0.8 or varies between 0.1 and 0.96. The main characteristics of the three

population models are summarized in Table 4.2.

Model | Mean of (X7, X52) Std of Mean of Y| X1, X, R?
(Xla XQ)
1 wy = ag + a1 X1 + as Xo equal
(20,30) (15,20) ny = b0+b1(X1 —X1)2+b2X2 between
3 wy = cg + c2Xo populations

TABLE 4.2 — Population models with p = 100, 0?=100, and v = 0.5.

A non-probability sample of size 900 is drawn using simple random sampling without
replacement and is the same for all populations. The probability samples are drawn using
Poisson sampling with expected size 200 or 50 and probabilities proportional to X;. We
consider three setups. In each setup, we generate Y| X7, X5 using one of the three different
population models, and we compute i, k € syp for different QR predictors. The variables

used as explanatory variables in the prediction models differ between setups as follows :

1. Setup 1 : Informative case. Population Model 1 is used to generate population Y
values and only X5 is used as explanatory variable in the prediction model along with
the intercept.

2. Setup 2 : Quadratic case. Population Model 2 is used to generate population Y values
and both auxiliary variables X; and X5 are used as explanatory variables in the
prediction model along with the intercept.

3. Setup 3 : Non-informative case. Population Model 3 is used to generate population
Y values and only X5 is used as explanatory variable in the prediction model along
with the intercept.

For the informative and quadratic setups, the prediction model differs from the population
model for Y, while the correct model is used in the non-informative setup. Table 4.3 gives a

summary of the three setups.
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. .| Model  cor-

. Variables used in .

Setup Population . rectly speci-

prediction

fied
Informative py = ap + a1 Xy + azXo x] = (1, 29) No
Quadratic py = by + b (X1 — X1)2+0:Xs | &l = (1,213, To1) No
Non-informative | py = co + 2 Xo a:; = (1, z9) Yes

TABLE 4.3 — Studied setups.

4.5.2 Results

Let us consider the three setups defined above and compare the following estimators :
- THT = Z dyYr

kesp

[ dp(1 =96
— Tppr =Tnp+ (N — Nyp) Dkesp D( k) Yk

ZkESP dk(l - 519) ’
— OB = % 5™ + > Oy — 9™) + (N = Nyp)

Dkesp Ar(1 — Or) Y

keU kesp Skesp (1 —0x)
. di(1 —9,
T =3 G + S ed(ye — ) + (N — NNP)ZkGSP d k)yk,
keU kesp Ykesp Ae(1 — &)
0s) 0s) ~(Cos E s dp(1 =9
- C Z 5k (c Z 5k(yk o yl(cc )) + (N _ NNP) kEsp k( k)yk
kel kcsp Ykesp Ae(1 — 0y)
For each setup, L = 10,000 probability samples sp are drawn according to Poisson

sampling as detailed above and several Monte Carlo measures are computed. We compute

the Monte Carlo relative bias of a given estimator T (either T HT, T(MB), T(MA), 7(Cos) op

TPDI) as

. 1 L TO T
RBasc(T) =100 x - 37—
=1

T ?
where 7" is an estimate of T computed for the [-th sample, [ =1,..., L.

As a measure of efficiency, we compute the Monte Carlo relative mean square error
(RMSE) of an estimator T' (relative to 7€) :

MSE ¢ (T)

RMSE (T = 100 x ; ,

where

MSEae (7 i (70 7).

We also compute the Monte Carlo relative variance (RVar) of an estimator T (relative to
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RByc -0.13 3.34 0.11 0.11 0.03

Setup 1| RVarys¢ 23,566.93| 55.62 114.06 | 100.00 | 20.97

1 = 100 RMSE ¢ 22,897.58| 2,715.21| 113.91 | 100.00 | 20.65
o2 — 100 RByc -0.07 -1.65 -0.06 -0.05 0.02

R%— 0.8 Setup 2 | RVary,c 36,947.99| 84.94 118.21 | 100.00 | 23.17

v =05 RMSE ¢ 36,638.27| 1,056.44| 118.42 | 100.00 | 23.15
RBuc 0.03 -0.01 0.01 0.01 0.01

Setup 3 | RVary¢ 41,088.93| 58.38 100.49 | 100.00 | 33.47

RMSE ¢ 41,080.51| 58.39 100.48 | 100.00 | 33.51

TABLE 4.4 — Relative bias (in % of the true value), percent relative (to 7(°°%)) variance
and MSE of the different estimators for the three different setups; the expected size of the
probability sample is 200 and the size of the non-probability sample is 900.

T(Cos) ) .

) Varo(T
RVarye() = 100 x —eme)
VarMC (T(COS) )

where 2
L L

VaI‘Mc(T> = Lil Z (T‘(D)Q _ (Ll ZT([)) '
I=1 )

Table 4.4 contains the simulation results for the three setups when R? = 0.8. In all
setups, we confirm that both TPD 7 and THT have a small Monte Carlo bias, as expected. In
terms of MSE, T 'ppr is the most precise estimator, while THT is the least precise estimator
among all estimators. This result is expected since the expansion estimator does not make
use of any auxiliary information, while Tppr takes into account the true values of the study
variable y; for k € syp; i.e., it takes into account the true values of Y for 900 units out of
the 1,000 population units. In our context, where the study variable is not observed in syp,
the estimator 7' ppr is however not computable and serves more as a gold standard.

The Monte Carlo bias of T™A) and 7o) jg negligible in the three setups whereas
TMB) ig biased in the informative and quadratic setups. In these two setups, the prediction
model differs from the population model used to generate Y values. In the non-informative
setup, where the prediction model is correctly specified, the bias of TMB) 5 also negligible.
The estimator ™) has the largest variance of the QR predictors in the informative and
quadratic setups, while TMB) has the smallest variance in all setups. In the quadratic setup,
the variance of T™B) is similar to the variance of 7(°°) but T™B) has the highest MSE
amongst the QR predictors in both informative and quadratic setups. This means that the

bias of 7MB) degrades its MSE a lot despite its small variance. In the non-informative setup,
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TMB) has the lowest MSE amongst the QR predictors. We can see in Table 4.4 that this
comes from the absence of bias for T™B) in this setup together with its small variance.

In the informative and quadratic setups, 7'(Cos)

is more precise in term of variance than
TMA) The estimators ™A and T(° are similar in the non-informative setup. Both esti-
mators use weighted regression with slightly different weights (dj for TMA) and dj, — 1 for
T(Cos))'

To summarize, when the prediction model is incorrectly specified, as in the informative
and quadratic setups, both 7M™4) and 7€) are significantly more efficient than 7™B)
because of the bias of T™B)_ even though the bias is not large. On the opposite, if the model
is correctly specified but the design weights and Y are uncorrelated, as in the non-informative
setup, TMB) is hetter than T™A) and 7 in terms of MSE. In all setups, 7(Cos) is more
efficient or similar to 7M4).

To better understand the impact of the R? on the results, we also plot, on the y-axis
of Figures 4.1, 4.2 and 4.3, the RMSE ;¢ for 10 different values of R? on the z-axis : 0.1,
0.2,...,0.9, 0.96. In order to do that, we generate for each setup ten populations, one for
each R? value. Figure 4.1 (resp. Figure 4.2 and 4.3) gives the results for Setup 1 (resp. 2
and 3) with the sample size equal to 200 (resp. 50) on the left (resp. right) column plots. On
all plots, the curves correspond to the different estimators with a red curve at 100 for 7'(Cos)
(since the RMSE are relative to T(Cos)) and different colors for Tz, TN, TMB) and Tpp;.
The plots on the top row of the figures include all the estimators while for the second row
(and third row for Figures 4.1 and 4.2), Ty (and T™B) for Figures 4.1 and 4.2) is removed
in order to zoom in and ease the comparison between 7o) TMA) TMB) and Ty, The
scale on the y-axis is kept fixed for the two columns (sample sizes).

As expected, Tppr is by far the best estimator with the smallest MSE in all setups. In
all figures, Tiy7 has a very bad relative MSE, especially when R? is high. Note that in fact
the absolute MSE of T remains stable when R? increases (results not reported), while the
MSE of the other estimators improves. This result is expected because T does not depend
on the distribution of Y| X1, X5, but depends on p and ¢? which are constant across the
populations.

Figure 4.1 (resp. 4.2) shows the evolution of RMSE;c with respect to R? in the infor-
mative setup (resp. quadratic setup) for sample sp of expected size 200 (left column) and 50
(right column). In these two setups, not only is 7(°°® better than 7MB) or TMA) | ag seen in
Table 4.4, but its gain compared to its competitors increases the most with R2. The precision
of T™A) also increases, but at a slightly slower pace. The MSE of TMB) worsens with R2
because the prediction model differs too much from the population model in these setups.

This fact implies a larger bias of T™B) when R? increases. For informative and quadratic
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setups, a smaller size reduces the difference between RMSE MC(T) of QR predictors.

Figure 4.3 shows the evolution of the RMSE,;c with respect to the R? in the non-
informative setup. This time, TMB) does not lose precision when R? increases because the
prediction model is the same as the population model. All QR predictors show an increase
in precision with R?, with T(Cos) and TMA) having similar precision for all values of R?. In
this setup, the plots are comparable for the two sample sizes, because the model is correctly
specified for all prediction models.

To sum up, if the prediction model is misspecified, the cosmetic estimator is the best
choice in our setups. It has the smallest MSE amongst all QR predictors, and its precision
increases faster with R? than the other estimators. The advantage of T(Co%) gyer TMA) might
disappear in a scenario where the probability sample size would be a smaller fraction of the
population size. The estimator 7™B) is biased and has the largest MSE, even for smaller
values of R?. If the model is correctly specified, and Y is not correlated to X; while the

first-order inclusion probabilities are proportional to X7, TMB) is the best choice in terms
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of MSE. However, the efficiency gain achieved by choosing TMB) gver 7€) in this third
setup is significantly smaller than the efficiency loss observed when choosing TMB) gyer
T(Cos) in the first two setups. We thus recommend the choice of the Cosmetic estimator as
a good compromise in all setups, followed closely by the model-assisted estimator. Similar

observations can be made from real data, as shown in the next section.

4.6 Application to La Poste data

4.6.1 Data presentation

In France, more than 90% of letters sent are sorted out using automatic sorting machines.
The information collected by the machines is based on pictures of the letters and form the
non-probability database. La Poste has also access to a probability sample and wants to
use both databases to estimate monthly totals of different types of letters using the data
integration methods proposed above. Some letters such as “lettres vertes” (letters with a
green stamp and ecologically transported) are not recognized by the sorting machines, which
only take black and white pictures, meaning that the variable of interest is not available in the
non-probability database. The auxiliary information associated with the letters automatically
sorted is not easily linked to the probability sample. This issue is currently being investigated
at La Poste. Thus, the illustration below is based on data from previous surveys made over
the years at La Poste.

Data from these surveys are collected from postmen rounds and contain in particular the
number of lettres vertes, the number of letters named “produits 16” (which include different
types of letters, including lettres vertes) and the total number of letters in the round. The
idea is to mimic the situation at La Poste where the number of lettres vertes is available
in the probability sample but not on the non-probability database whereas the number of
produits 1b and the total number of letters are available in the non-probability database but
not in the probability sample.

The goal of this section is on one hand to see if the conclusion drawn with simulated
populations holds with real data and on the other hand to see if the selection method for the
non-probability sample has an impact on the estimators. The population of interest consists
in 11,906 rounds from historical data. In the following, we assume that the variable of interest
is the number of lettres vertes and the explanatory variable X (resp. X3) is the total number
of letters (resp. the number of produits 1b).

We consider three configurations. For each configuration, a non-probability sample of size

9,524 is drawn from the population; the non-probability sampling fraction is thus 80%. In
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Monte Carlo mea- | - A N N .
(MB) (MA) (Cos)
Snp sures Tur T T T Tppr
RBasc 0.08 8.30 0.08 0.08 0.06
SRSWOR. | RVaryc 953.67 | 122.66 | 102.21 | 100.00 | 87.41
RMSE ¢ 9252.95 | 5.489.24 | 102.18 | 100.00 | 87.31
. RBasc 0.03 5.51 0.03 0.03 0.01
iﬁlhe‘?t Y | Rvarye 1,528.57 | 197.54 | 101.82 | 100.00 | 3.78
RMSE, ¢ 1,528.57 | 13,676.65| 101.87 | 100.00 | 3.82
RBasc 20.02 1.23 0.13 0.13 0.41
L;;Z :t Y | Rvarye 197.09 | 100.67 | 100.26 | 100.00 | 93.17
v RMSE ¢ 195.36 | 184.83 | 100.24 | 100.00 | 92.95

TABLE 4.5 — Relative bias (in % of the true value), percent relative (to 7(°°)) variance and
MSE of the different estimators for the three different non-probability samples ; the expected
size of the probability sample is 2,000 and the size of the non-probability sample is 9,524.

the first configuration, the non-probability sample is drawn using SRSWOR. For the second
(resp. third) configuration, the non-probability sample contains the 9,524 rounds with highest
(resp. lowest) values of Y. Only X, is used as explanatory variable in the prediction model
along with the intercept.

We compare the same estimators as in section 4.5.2. For each of the 3 non-probability
samples, we draw L = 1,000 probability samples sp of expected size 2,000 using Poisson
sampling with probabilities proportional to X;. The same Monte-Carlo measures as those in

Section 4.5.2 are computed.

4.6.2 Results

Table 4.5 contains the simulation results for La Poste data for the three non-probability
samples. For all configurations, the prediction model appears to be significantly misspecified,
which causes T™B) to be less efficient, both in terms of variance and MSE, than in the
simulations of Section 4.5.2. Different diagnostic statistics could be computed beforehand to
highlight the misspecification problem and alternative prediction models could be proposed.
The assessment of such models is not in the scope of this paper.

For all configurations, the results are similar to those obtained in the informative and
quadratic setups of Section 4.5.2 with 7M™ and 7(°* having similar efficiency and being
both more efficient than 7' (MB) " which is the only biased estimator. It can be noted that,

although the choice of syp does not impact the relative efficiency of TMA)

, it impacts the
relative precision of the HT and PDI estimators.

In all configurations, sp is drawn using Poisson sampling and the variance of the data
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~(MA Cos Ha
FOIT [ 7009 [ 700

Snp THT Ty TéHa)
Highest Y values 101.97 111.39 110 38 101 61 | 0.92
Lowest Y values 104.61 73.07 69.03 15.43 181.29

TABLE 4.6 — Percent relative variance of the estimators when syp contains the highest or
lowest Y values, relative to their variance when syp is drawn with SRSWOR.

integration estimators can be simplified as follows :
Var(T) = Var(Twp) + Var(TéHa))

with Twp the predictor of the total Typ and TéHa) the Hajek estimator of the total T¢.
To further understand the impact of the selection of syp on the estimators, we study

the variance of T’ J(Vl\f; ) T(COb and 7, éHa), and the variance of the Hajek estimator TJS,I?) =

NNP Z dkékyk/ Z dkék of the total TNP‘

ke€sp ke€sp

Table 4.6 contains the relative variance of Ty, T(MA) T](\st), TC and T NP ) for the
second and third configurations, when syp contains the highest or lowest values of Y, relative
to their variance in the first configuration (SRSWOR). As expected, the precision of the
HT estimator does not depend on syp and is fixed for the three configurations. In the
second configuration, TéHa) has a much smaller variance than in the other configurations,
since only the smallest values of Y are left in U — syp. Similarly, its variance is greater in
the third configuration, when only the largest values of Y are left in U — syp. A similar

reasoning explains the ratio of variances between configurations for T](Vl\ng), T}VC};’S) and T](V%f).

*) are not very sensitive to syp in terms of

The important point is that both 7' ](Vl\]/IDA) and T}ﬁ;’
variance.

We could argue that the non-probability samples selected in the second and third configu-
rations are not realistic. Yet, the results observed for more realistic non-probability samples,
selected using Poisson sampling proportional to X; or Y, were not significantly different
from the results observed when syp is drawn using SRSWOR and are not reported. Simi-
larly, using both auxiliary variables in the prediction model only impacts the bias of f(MB),
and the results are again not reported.

To further improve the precision, other estimators of Tz may be used. As mentioned
before, the data integration methods proposed in this paper can be used when the overlap
between the probability and the non-probability samples is non-empty and, ideally, large. In
this context, we recommend, based on our empirical results, the choice of the cosmetic or

the model-assisted estimators.



158 CHAPITRE 4. QR PREDICTION FOR SDI

4.7 Conclusion

Most of the literature on data integration in finite population tackles the problem of
unobserved study variable in the probability sample. In this paper, we have proposed to
fill the gap and considered the problem of unobserved study variable in the non-probability
sample, assuming that it is observed in the probability sample and that auxiliary information
is available in both samples. We have defined a general class of prediction estimators, based
on the already known QR class, which includes the model-assisted, model-based and cosmetic
estimators, and studied theoretically their bias and variance properties. We have also derived
a variance estimator and compared the three types of estimators with the usual Horvitz-
Thompson estimator in different simulation setups, both in terms of bias and MSE, and
concluded that the cosmetic estimator is a good compromise in general.

The main conclusion of our experiments is that significant efficiency gains can be achieved
by leveraging a big non-probability database that contains auxiliary information associated
with the main study variables. For large domains, the efficiency gains obtained from using
model-assisted estimators, including the cosmetic estimator, may be sufficient to obtain
high-quality estimates of the population parameters of interest. For smaller domains, these
estimators may not achieve precision targets. However, they could be used as direct estimates
in a small area estimation model, such as the well-known Fay-Herriot area level model. This
model requires area level auxiliary information. The big non-probability database would be
a natural candidate for providing the auxiliary information required for producing small area
estimates. Small area estimation methods often yield significant precision gains over direct

estimators at the expense of introducing model assumptions.

Appendix

Proof of Proposition 4.2.1

We recall that TDI = Y ke OkYkt+>resp (1—0k)drys and THT = Ywesp Wk = Cresp Ordiynt
Y kesp (1 — 0 )dryy. Thus, we have :

Var(THT) — Var(TDI) = Var (Z 5kdkyk) + 2 Cov (Z Ordr Y, Z (1— 5k)dkyk> )

ke€sp k€sp kesp
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(i) For Poisson sampling, we have :

kesp kesp keU

and
Var(Tyr) — Var(Tp;) = Var (Z 5kdkyk) = > di(de — D)y >0,
kesp keU
which proves the first part of the proposition.
(ii) For simple random sampling without replacement, let Yir = Y ey v /N, Yup = Sper OxUr/Nap,
Sy np = Lkev Su(yn—Ynp)?/(Nyp—1) and CV2p = S}Q/VNP/Y]\Q,P. Using some simple calculus,

we have :

N N-—-n 9 — s
ar (kggp 5kdkyk) SO NIN=TD) (N(NNP — 1)Synp + NnpYyp (N — NNP)) ;

N N — ~ — ~
v (Z Ordr Yk, Z (1- 5k)dkyk) = _77HNNPYNP (NYU - NNPYNP) )

ke€sp kesp n N(N - 1)
and thus
Var(THT)—Var(TDI) = n]\f]\;\f__nl N(NNP — 1)532/71\”3 + NNP}_/NP (N + NNP)YNP - 2N}_/U .
( )

We conclude that Var(Ty7) is larger than or equal to Var(Tp;) if and only if
N(Nyp —1)Sy.np + NnpYnrp ((N + Nnp)Ynp — 2N37U) >0,

which is equivalent to :

Nyp < Nyp Yy )
CVi, > — 1+ — 2= ,
nr Nyp—1 N NP
and proves the second part of the proposition. O]

Proof of Proposition 4.2.2

We have :

2

A S
Var(THT = Var (Z dkyk) = N2(1 - f) Y’U7

kesp n




160 CHAPITRE 4. QR PREDICTION FOR SDI

~ — S%
AVar(Tpp;) = Var (Z (1 — 8)du(ys — YC)) — Var (Z dkgk) = N1 - )=

kesp kesp
where .
512/U = a1 (yk - YU)Q,
’ N—1 keU
g = (1= 6y — Yo), k€U
1 = 1
SEy=— > (Yo = >
Y N_lkeU N_lkeU

Using some basic but tedious calculus, we obtain :

. . , Stu—S%,
Var(THT) — AV&I‘(TPD]) =N (1 — fﬂ)f7
1 1 _ _ _
=N*(1— f)=——— | D_ ulye — Yu)? + (N — Nyp) (Yo — Yy)?
nN—1 keU
N (S2p(Nrp 1)+ N N - ?)
= w1 \Svvp(Nwp NP N v = Yu) )

]

Proof of Proposition 4.3.1

Let Ry, = diag(rio)kesp, Xsp = (T4 kesps Ysp = (Ur)kesp and Q. , = X diag(qir)resp-
Then 8 = ( sp Xsp) 'Qg,¥sp- We can write the sum Ypc,,, o0k (yx — J5) in a matrix form

as follows :
> rede(ye — 9k) = 1., Ry (ysp — X, B),

kesp
where 1;, is a vector of ones with dimension the size of sp. If the condition uTaquk —r,=0
is fulfilled for all k € syp, then 6 (" xpqe — ri) = 0 for all k € sp and as a consequence,
pQl, =1] R,,. We get then 1] R, (y,, — X, 3) = 0.

rsp

Proof of Proposition 4.3.2

We have

A](VQPR) - T](VQPW) = > (rs — di)or(yx — )

kesp

= —)\T Z qkékazk(yk — x,IB) = 0.

kesp
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4.8 Supplementary material

This section details the results presented in section 4.4.2.

4.8.1 Assumptions

To the assumptions already mentioned in the paper :
18 = BII* = 0,(1)

and

(Z dy(1 — @)/N) = 0,(1),

keEsp
we add the following assumptions to ensure the convergence of the HT estimator as
discussed in section 1.1.3 :

1. We assume that limN_m% € (0,1).

2. We assume the following assumptions on the inclusion probabilities :

mingeym > A > 0 and limsupy_, . nmaxyzey|ma — mem| < C; < 00;

3. We assume that there is a positive constant Cs such that, for all NV,

1 2
- Zyk < CQ.
NkeU

4. We assume that there is a positive constant Cj such that, for all k € U, ||zx||* < Cs.

4.8.2 Development of the results presented in section 4.4.2

In this section, we show that we can write the standardized total error as

1

- 1
N(T(Qﬂ) -T) = N (Z de(Bp +ex) = > (Ep + ek)) + Ry + Rs.
kesp keU

By definition, the standardized total error is given by :

1 ~on 1 -~ 1 .
@ = 1) = SINE = Twp) + 5 (18 = To).
For any variable z, k € U, let T, = "<y 21 be the total of z over U and t, = > rev drzi be

the HT estimator of T,.
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Let us first look at + (T(Qﬁ) Typ). The QR estimator 7 P) can be rewritten

T](VQ;) = ddry — (Z de0pxy, — > 6kwk) = {5y — (fam — Tém)té.

kesp kEsp keU
Then
1 ion 1. 1. R .
N(T](\%D) - TNP) = N(téy - TNP) - N (téw - Tésc) (6 - 5) - N (téw - T(S:c) B
1 A ~ 1 ~
= (Z A0k (Y — x4 B) — > Sk (ye — 3925)) + Ry
kEsy keU
1
N —|— R,

with R, = —% (fgm — Tgm)t (B — 5) and for all k € U Ey, = 0k (yx, — azfﬁ) Under the assumed
~ 1 .
conditions 1, 2 and 4, the HT estimator t5, = > ey dpOr @y satisfy N(t‘sm_T&”) =0, (1/\/5)

Since we assumed that [|3 — 5|2 = 0p(1), then Ry =0, (1/4/n).
Let us now look at %(TéHa) e E

. 1 t T
T(Ha) T = —T, (Al Sy  L(1-0)y .
( C C) N 1 6( t176 Tl,g

The difference of ratio can be rewritten as :

to- To- 1 (- Ta-s)y ¢ 1 Lo
(1-0)y _ f(-9)y _ _ (tu_a)y— @ ‘”%15) — .= (te—Te)

tis Ty s tis Ti_s ti_s t1_s
1 1 A 1 A
~ (i) ) e (o)
N N 1 /.
T T fa T, sN <t - Te)

. Tt-s)y Tu-sy
th for all k£ =(1-6 — =(1-94 — , T, = =
with for a elU, e ( k) <yk T s ( k) Yk N — N v k%:]ek 0

and

— T N N A A
Ry = ((h atl_é/lNé)/ )N (t - 6). Since (to — T.)/N and (t;_s — T1_s)/N are both
O, (1/4/n) under the assumed conditions, Ry = O, (1/n) if 7—5 = Op(1).
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Finally we get

1~ on 1 ~Qr 1 ~(Ha
@O =T) = SO~ Twp) + 5 (@8 - Te)

1 /.
N(te_Te)+Rl+R2

(.~ T) 4o, (1/v).

i

=~ (fe—Te) +

—=

o)+

=
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Conclusions et perspectives

Dans cette these, j’ai cherché a améliorer la précision en terme de variance des estima-
teurs du trafic postal, d’'une part en améliorant la méthode de partage des poids utilisée a
La Poste et d’autre part en utilisant les larges sources de données auxiliaires dont dispose
La Poste.

Je me suis d’abord penchée sur 1’étude des estimateurs du total utilisés par La Poste
afin de comprendre la perte de précision observée depuis quelques années et j’ai montré
que 'augmentation de la variance était majoritairement due a 1'utilisation de poids MGPP
non optimaux. Ce travail a mené a des propositions d’amélioration de la pondération des
estimateurs actuels via la modélisation du nombre d’adresses par case en fonction des données
auxiliaires. Cette modélisation est a 1’étude a La Poste et son effet sur la précision des
estimateurs reste a confirmer.

Les travaux présentés dans les chapitres 2 et 3 ont mis en valeur deux avantages liés a
I'utilisation d’'une MGPP quand les liens sont de type TpU : d’une part, I'existence de poids
optimaux et d’autre part, dans le cas TpU-TpU, la possibilité de réduire le nombre de liens
a observer via une MGPP double. 11 est intéressant de se demander si ces avantages peuvent
étre étendus a d’autres situations que les cas TpU et TpU-TpU.

Dans mes travaux, je ne m’intéresse pas a ’existence de poids optimaux indépendants de
la variable d’intérét pour les cas non TpU car 'existence de poids optimaux dans ce cas est
complexe. Deville et Lavallée montrent que, pour les plans de Poisson et SASSR, ces poids
n’existent pas. Cependant, il est possible d’obtenir des poids qui minimisent la variance des
estimateurs MGPP dans des cas non TpU en modifiant la population d’intérét de maniere a
obtenir des liens de type TpU.

Une facon de faire est d’utiliser une population de clusters, comme indiqué dans la figure
4.4. Dans cette figure, on regroupe les individus de U reliés & au moins un individu commun
de Up. Par exemple, U; et U, sont tous deux reliés a F3, ils sont donc regroupés. On crée
ensuite une population U’ composée des clusters ainsi formés. L’individu U] est donc le

cluster composé de U; et Us, et dont la valeur de la variable d’intérét est ygj{ = yu, + Yu,-

165



166 CONCLUSIONS

.-'/._.\\
i oy
Fy I."f \
IIII IIII
Fa [ U, '.I
i
| | P fouas
Fy . '| Yu; = yu, + yu,
[
- | |
4 U2 |
Ft“b-""‘ ‘ ‘
Fe
5 2y
Up |
F7 | | Yu, = Yu, + Yu,
\ |
\ |
Fg | u I|
L, /
|
F /
Y \v
/
Nt

FIGURE 4.4 — Utilisation d’une population U’ composée de clusters.

Le total T, peut étre réécrit comme le total T,, de 3’ sur U’. Les liens entre Up et U’ étant
de type TpU, comme indiqué dans la figure 4.5, la propriété d’optimalité décrite dans le
chapitre 2 de ce manuscrit s’applique si le plan de sondage satisfait la A-propriété pour U’.

Cependant, cette méthode augmente de maniere significative le nombre de liens a observer.

FIGURE 4.5 — Liens entre Up et U’.

On a vu dans le chapitre 2 que la MGPP double avec double standardisation permettait de
réduire le nombre de liens a identifier. Ce nombre peut étre encore diminué en considérant
plus de deux populations intermédiaires, telles que les liens entre chaque population soit
de type TpU. L’estimateur MGPP du total T, s’obtient alors similairement a I’estimateur

MGPP double, en standardisant les liens entre chaque populations. L’existence de poids
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optimaux pour ces liens, ainsi que le gain (ou perte) en nombre de liens observés selon le
nombre de populations intermédiaires, est une des perspective de la thése que j’ai commencé
a étudier.

Il serait aussi possible de considérer les liens qui n’ont pas pu étre identifiés comme
non-répondants. Les techniques de traitement de la non-réponse s’appliquent alors, comme
détaillé dans Xu and Lavallée (2009). Une idée pourrait étre de s’inspirer des graphes aléa-
toires en attribuant a chaque couple (i, k) € Ur x U une probabilité d’étre liés.

Dans un deuxiéme temps, je me suis penchée sur 'intégration de bases de données mas-
sives pour améliorer les estimations postales, dans le cas ou les variables d’intérét ne sont
pas disponibles dans les bases non probabilistes. J’ai proposé des améliorations théoriques
qui dépendent de la capacité a identifier de maniere unique un individu dans les différentes
bases de données et de la qualité des variables auxiliaires. Cependant, La Poste fait face a
des challenges industriels liés a 1’accessibilité et a la qualité des bases de données massives,
rendant 'application des mesures proposées délicate.

Un des problémes vient de la construction du modele. La méthode proposée dans ma these
consiste a utiliser un modele linéaire pour prédire la valeur des variables d’intérét pour les
individus contenus dans la base de données massive. Or, I’étude des corrélations des données
disponibles a La Poste montre que celles-ci sont trop faibles pour justifier I'utilisation d’un
tel modele.

Ce probleme pourrait étre contourné en utilisant un modele non paramétrique qui serait
moins sensible a la qualité (et quantité) des données auxiliaires. L’idée est d’obtenir un
modele et de calculer des prédictions, qui puissent étre utilisées pour toutes les variables
d’intérét. Dans ma these, j’ai testé, sur données simulées, le comportement des estimateurs
QR avec des modeles de type foréts aléatoires. Ce travail est prometteur mais a approfondir.

De son c6té, La Poste explore différentes méthodes de calage afin d’améliorer la précision
de ses estimateurs du total, mais ces méthodes n’ont pas été étudiées dans le cadre de ma
these.
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Résumé La Poste francaise a mis en place une étude par sondage pour effectuer un suivi de la distribution
des objets postaux en France Métropolitaine. Le but des travaux réalisés lors de cette these est d’améliorer
la précision des estimateurs du trafic total postal. La Poste souhaite observer des tournées de facteurs, mais
ne peut pas les échantillonner directement. Elle a donc mis en place un tirage indirect et utilise une Méthode
Généralisée de Partage des Poids (MGPP) double, inspirée de la MGPP simple proposée par Deville and
Lavallée (2006), pour calculer les estimations du trafic postal. Dans un premier temps, nous étudions dans
le cadre de La Poste l'existence d’'une MGPP simple optimale, au sens que la variance des estimateurs
est minimale, et la comparons aux estimateurs postaux actuels. La MGPP double, telle qu’utilisée a La
Poste, est plus facile & mettre en place que la MGPP simple, mais est moins précise que la MGPP simple
optimale. Nous nous penchons donc sur la question d’'une MGPP double optimale dans le cas de La Poste
et proposons des alternatives basées sur I'utilisation de données auxiliaires. Dans un deuxiéme temps, nous
nous intéressons a I'Intégration Statistique de Données (ISD), qui consiste & utiliser un échantillon non-
probabiliste, généralement une base de données massives, et un échantillon probabiliste pour construire
des estimateurs de totaux. La littérature sur 'ISD traite majoritairement de cas ou la variable d’intérét
est disponible dans la base de données massives. Les données massives de La Poste, intitulées Traitement
Automatisé de 'Enveloppe (TAE), sont récoltées sur les objets triés par machine et ne contiennent pas
d’information sur certaines variables d’intérét. Des méthodologies adaptées au cas particulier de La Poste
doivent donc étre développées. Nous proposons une amélioration des estimateurs présentés dans Kim and
Tam (2021) en utilisant une famille de prédicteurs, dits prédicteurs QR, proposée par Wright (1983), pour
prédire le total des variables d’intérét sur TAE. Nous utilisons un estimateur de Hajek pour estimer le total
des variables d’intérét sur le complémentaire de TAE. Nous étudions les propriétés théoriques des estimateurs
QR et préconisons 'utilisation de ’estimateur cosmétique qui est un cas particulier d’estimateur QR. Les
résultats présentés dans cette these sont illustrés par des études Monte-Carlo basées sur des données simulées
et sur des données historiques postales, afin d’évaluer le gain de précision potentiel apporté par l'utilisation
des différents estimateurs que nous proposons.

Mots Clés : données non probabilistes, estimateur QR, Intégration Statistique de Données, Méthode Gé-
néralisée de Partage des Poids, minimisation de la variance, poids de sondage optimaux, population finie,
propriétés asymptotiques, sondage.

Abstract The French Postal Service (La Poste) has set up a sample survey to monitor mail distribution in
Metropolitan France. The aim of the work carried out in this thesis is to improve the accuracy of estimators
of total postal traffic. La Poste wants to observe postman rounds, but cannot sample them directly. It has
therefore set up an indirect sampling and uses a double Generalized Weight Share Method (GWSM), inspired
by the simple GWSM proposed by Deville and Lavallée (2006), to compute the estimates of the postal trafic.
First, we study in the situation of La Poste the existence of a simple optimal GWSM, in the sense that the
variance of the estimators is minimal, and compare it with current postal estimators. The double GWSM,
as used at La Poste, is easier to implement than the simple GWSM, but is less accurate than the optimal
simple GWSM. We therefore address the question of an optimal double GWSM in La Poste case and propose
alternatives based on the use of auxiliary data. Secondly, we focus on Statistical Data Integration (SDI),
which consists in using a non-probability sample, mainly a massive database, and a probability sample to
compute estimators of totals. The literature on SDI deals mainly with cases where the variable of interest
is available in the massive database used. La Poste massive database, entitled Traitement Automatisé de
IEnveloppe (TAE), is collected on mails sorted by machine and does not contain information for several
variables of interest. Methodologies adapted to the specific case of La Poste must therefore be developed. We
propose an amelioration of the estimators presented in Kim and Tam (2021) by using a family of predictors,
known as QR predictors, proposed by Wright (1983), to predict the total of the variables of interest in
TAE. We propose a Hajek estimator to estimate the total of the variables of interest in the complementary
set of TAE. We study the theoretical properties of QR estimators and recommend the use of the cosmetic
estimator, which is a special case of QR estimator. The results presented in this thesis are illustrated by
Monte-Carlo studies based on simulated data and historical postal data, in order to assess the potential gain
in accuracy brought by the use of the different proposed estimators.

Key Words : asymptotic properties, finite population, Generalized Weight Sharing Method, non-probabilistic
data, optimal sampling weights, QR estimator, sampling method, Statistical Data Integration, variance mi-
nimisation.
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