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1 IntrodutionLes émissions de gaz à e�et de serre résultent pour l'essentiel de l'utilisation des res-soures énergétiques arbonées fossiles1. Les dispositifs tehniques et les dispositions ré-glementaires et législatives qui permettraient de réduire es émissions sont multiples, plusou moins oûteux et suseptibles d'être mis en oeuvre dans des délais plus ou moins brefs.L'un des moyens envisagés pour réduire es rejets dans l'atmosphère est le aptage desgaz à la soure d'émission et leur enfouissement après rédution, soit dans des réservoirsnaturels, soit dans d'aniens sites miniers, qu'on appellera puits de arbone2,3.On se propose dans la présente étude, premièrement de déterminer quand et à quelleéhelle e mode de rédution des rejets de arbone dans l'atmosphère préonisé par l'IPCC4dans son dernier rapport (IPCC, 2005), doit être utilisé, et deuxièmement de préiser om-ment le reours à e mode d'abattement du �ux de pollution modi�e le sentier optimal deonsommation des ressoures arbonées fossiles, et e, lorsque la onentration atmosphé-rique en arbone ne doit pas dépasser un ertain seuil jugé ritique, l'objetif délaré del'aord de Kyoto5.La possibilité de séquestrer tout ou partie des gaz à e�et de serre libérés par la om-bustion des ressoures arbonées fossiles a fait l'objet de nombreuses études empiriques aumoyen, le plus souvent, de modèles omplexes dits d'évaluation intégrée (f. par exemple1D'autres soures non négligeables sont les rejets animaux et humains, la rédution des ouverts fores-tiers et l'extension des pratiques ulturales favorisant la libéralisation du arbone ontenu dans la ouhesuper�ielle des sols.2Le terme puits de arbone est aussi utilisé pour désigner le stokage du arbone dans les végétaux, enpartiulier les forêts (voir par exemple IPCC, 2001). Ce n'est pas e type de stokage que nous étudionsii.3On peut aussi enfouir les gaz ainsi aptés dans des puits de pétrole en ours d'exploitation pouraugmenter la pression dans le puits, e qui permet d'améliorer le rendement de l'extration, et donaroître aussi les réserves éonomiquement exploitables. C'est une tehnique déjà utilisée en Mer du Norddepuis 1996 par la ompagnie norvégienne Statoil. L'analyse éonomique de e type d'enfouissement posedes problèmes spéi�ques qui ne sont pas abordés ii.4Intergovernemental Panel on Climate Change.5Bien que l'objetif délaré de l'aord soit la stabilisation de la onentration atmosphérique des gazà e�et de serre, le texte de l'aord ne préise pas à quel niveau ette onentration devrait être stabilisée.Il presrit, non pas un seuil de onentration à ne pas franhir mais un �ux d'émissions à ne pas dépasser,tout au moins pour les pays développés. Plus exatement, il enjoint à es pays d'avoir réduit leurs �uxd'émissions de 1990, d'un ertain pourentage à une ertaine date, laissant libre le parours à suivre jusqu'àla date en question. Il est lair que même si un palier de stabilisation était a�hé, un aord de e typen'a auune valeur d'engagement tant que les e�orts à onsentir par haun des partis ne sont pas dé�nis,'est-à-dire tant que les �ux maximum d'émission auxquels ils sont ontraints ne sont pas expliités. Ils'agit là d'un problème lassique de répartition du oût d'un bien publi, mais omplexe puisque posé dansun ontexte dynamique. Le modèle développé ii n'a pas pour objet de rendre ompte des négoiations etdes arbitrages auxquels donne lieu la dé�nition de ette répartition. Puisque la variable lé des évènementsest la onentration atmosphérique en gaz à e�et de serre, la formulation la plus direte onsiste à poserle problème en termes de plafond limite de ette variable d'état.3



M Farland et al., 2003, Edmonds et al., 2004, Kurosawa, 2004, Gitz et al., 2005). Cetteomplexité est peut-être le prix à payer pour pouvoir disposer de modèles apables derendre ompte d'une réalité apparemment elle-même omplexe, et don le prix à payerpour pouvoir peut-être disposer de modèles opérationnels, 'est-à-dire de modèle su�-samment préis pour pouvoir dé�nir des politiques. Mais la multitude des rétroations àl'oeuvre dans de tels modèles tend à brouiller les lignes de fore le long desquelles es po-litiques devraient se déployer. Ce dont on a besoin pour bien marquer es lignes de fore,'est de pouvoir disposer au ontraire d'un modèle épuré.Pour aller à l'essentiel, on suppose dans la présente étude qu'il n'y a qu'un seul typed'usager �nal et deux ressoures primaires, une ressoure arbonée fossile polluante etune ressoure renouvelable propre. Les usagers désirent utiliser l'énergie sous une ertaineforme et le oût d'approvisionnement à partir de l'une ou l'autre de es deux soures pri-maires omprend l'ensemble des oûts de transformation de l'énergie primaire en questionen énergie diretement utilisable par lesdits usagers. Cette onvention admise, les deuxénergies primaires ainsi transformées sont alors de parfaits substituts l'une de l'autre pourles usagers �nals. On pose que le oût de transformation de la ressoure non renouvelableen énergie utile est inférieur au oût de transformation de la ressoure renouvelable, e quiest le as atuellement.Poser l'existene d'un plafond de onentration des gaz à e�et de serre présents dansl'atmosphère, plafond à ne pas rever, ouplé au fait que le stok de es gaz est lui-mêmeprogressivement éliminé par régénération naturelle6, ontraint impliitement le taux ins-tantané de onsommation de la ressoure polluante dès que le plafond de onentrationatmosphérique est atteint, pour autant qu'on s'abstient de apter et de séquestrer toutou partie du �ux de gaz à e�et de serre ainsi produit. Deux points méritent alors d'êtresoulignés.Le premier est le fait que, le long d'un sentier optimal, l'intervalle de temps au oursduquel ette ontrainte dérivée sur le �ux de onsommation de la ressoure arbonée fossileest e�etive, est endogène. La date à laquelle le stok de arbone atmosphérique atteintle plafond est une fontion du sentier de onsommation de la ressoure arbonée fossilesuivi depuis l'instant initial. La ontrainte posée sur le stok de arbone présent dans6Il s'agit en réalité d'un proessus de séquestration naturelle, don gratuit, dans des puits de très grandeapaité, essentiellement les oéans (voir par exemple IPCC, 2001, pour plus de détails).4



l'atmosphère doit don faire sentir ses e�ets sur la totalité du sentier de onsommation dela ressoure non renouvelable, et don aussi sur le sentier de onsommation de la ressourerenouvelable puisque les deux ressoures sont de parfaits substituts l'une de l'autre.Le seond point à souligner est que la soiété dispose de deux options pour relâher laontrainte qui limite le �ux de onsommation de la ressoure fossile lorsque le plafond deonentration atmosphérique en arbone est atteint. L'une onsiste à substituer la ressourerenouvelable propre à la ressoure non renouvelable polluante, l'autre onsiste à séquestrertout ou partie des rejets polluants qu'implique l'usage de la ressoure non renouvelable.Chaune de es options a d'abord un oût monétaire. La ressoure renouvelable est plushère à exploiter que la ressoure fossile. Séquestrer les gaz à e�et de serre issus de laombustion de la ressoure fossile a aussi un oût. Mais haune de es options a de plusun oût d'opportunité spéi�que.A la onsommation de la ressoure arbonée fossile est d'abord assoiée une rente mi-nière omme toute ressoure non renouvelable disponible en quantité limitée, auquel il fautajouter deux shadow osts orrespondant respetivement au stok de arbone présent dansl'atmosphère et au stok de arbone déjà séquestré dans le puits lorsque la pollution est ré-duite à la soure par enfouissement7. Poser que la onentration atmosphérique en arbonene doit pas dépasser un ertain seuil, ave l'option d'enfouissement dans un puits, revientà poser qu'on peut de fait envoyer le arbone résiduel dans deux réservoirs, haun ayantune apaité instantanée de stokage limitée, mais dont l'un, le réservoir atmosphérique,a la propriété de faire disparaître progressivement le arbone qu'il ontient de sorte quesa apaité de stokage au ours du temps est in�nie. Cependant, pour pouvoir disposerde ette apaité in�nie, il faut restreindre le �ux de arbone qu'on y envoie lorsque leréservoir est à saturation. Dès lors on onçoit aisément que les dynamiques des variablesduales assoiées à haun de es deux stoks, les deux shadow osts, obéissent à deux loisdi�érentes et que leurs trajetoires divergent au ours du temps.A l'utilisation de la ressoure renouvelable est éventuellement assoiée une rente derareté lorsque le �ux exploitable de ette ressoure n'est pas très abondant.Pour mieux mettre en évidene les dynamiques de es diverses rentes, on suppose quetous les oûts monétaires marginaux sont onstants, ainsi que le taux d'auto-régénérationnaturelle. On suppose également que tous les oûts monétaires, ainsi que la valorisation de7Le problème est sous et aspet assez semblable à elui des sites d'enfouissement des déhets industrielset ménagers, traité dans Gaudet et al., 2001. 5



la onsommation d'énergie, le surplus brut instantané qu'elle génère, restent les mêmes auours du temps.L'artile est organisé de la façon suivante. Le modèle est présenté à la setion 2. Ondétermine à la setion 3 e que seraient les sentiers optimaux d'exploitation des deuxressoures s'il n'était pas possible de séquestrer le arbone à la soure, 'est-à-dire s'iln'était pas possible de réduire le �ux de arbone résultant de la onsommation de l'énergiefossile au moment même où e arbone est rejeté dans l'atmosphère, 'est-à-dire enore aumoment même où l'énergie fossile est utilisée. On examine ensuite à la setion 4 e quedeviennent es sentiers optimaux lorsque la apaité de rétention des puits est su�sammentimportante pour que la soiété soit en mesure d'y séquestrer tout le arbone qu'elle voudraity enfouir. On onvient d'appeler puits de grande apaité un tel puits, 'est-à-dire un puitsdont la apaité de stokage n'est jamais saturée le long du sentier optimal d'exploitationdes ressoures lorsqu'on néglige la ontrainte de apaité du puits en question. On montreà la setion 5 omment sont déterminées les trajetoires optimales lorsqu'au ontraire laapaité des réservoirs de stokage du arbone doit être saturée, puits qu'on appelle puitsde petite apaité. Le fait qu'un puits soit grand ou petit est don une aratéristiqueendogène. L'ordre de présentation des résultats peut être lu omme un algorithme quipermet d'identi�er si un puits est grand ou petit. On généralise l'analyse au as de puitsmultiples, haun ayant un oût d'aès di�érent des autres et une ertaine apaité destokage. On montre que es puits doivent être saturés par ordre roissant de leurs oûtsd'aès, et e indépendamment de leurs apaités de stokage et on identi�e le puits deoût d'aès le plus élevé dans lequel on doit enfouir le arbone. On montre aussi ommente modèle de puits multiples peut être vu omme l'approximation d'un modèle plus réalistedans lequel le oût marginal de séquestration dans haque puits est une fontion roissantedu stok de arbone déjà enfoui dans le puits en question. En�n, on onlut brièvement àla setion 6.
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2 Le modèle2.1 Hypothèses et notationsOn onsidère une éonomie dans laquelle le surplus instantané permis par la onsomma-tion d'une quantité d'énergie8 qt a pour valeur u(qt). L'hypothèse 1 résume les propriétésstandards de la fontion u que nous postulons dans ette étude.Hypothèse 1 : u : IR++ → IR+ est une fontion de lasse C2 stritement roissante etstritement onave, qui véri�e la ondition d'Inada : limq↓0 u′(q) = +∞, où u′(q) ≡

du/dq.Dans e qui suit on note indi�éremment u′(q) ou p(q) la fontion inverse de demandeet par d, l'inverse de la fontion u′ 'est-à-dire la fontion de demande d'énergie9 : ∀p > 0,
d(p) = q tel que u′(q) = p. On note u′′ la dérivée seonde de u. Sous l'hypothèse 1, u′(q) > 0et u′′(q) < 0, ∀q > 0.La soiété dispose de deux soures d'énergie, une énergie arbonée fossile non renou-velable et une énergie renouvelable. Pour aller à l'essentiel on suppose que es deux res-soures sont de parfaits substituts l'une de l'autre pour les usagers de sorte que si xt estla onsommation instantanée de ressoure fossile et si yt est la onsommation instantanéede ressoure renouvelable, alors le surplus permis par ette onsommation (xt, yt) a pourexpression u(xt + yt), i.e. qt = xt + yt.La ressoure non renouvelable est exploitable au oût moyen onstant cx, qui est donaussi le oût marginal. Le oût doit être ompris omme un oût omplet de mise à ladisposition des usagers. Il omprend don non seulement le oût d'extration de la ressourefossile, mais aussi les oûts de transformation et de transport pour mise à la dispositiondes usagers.On note x̃ le �ux de ressoure non renouvelable qu'il onviendrait de onsommer pourque le surplus marginal soit égal au oût marginal monétaire de la ressoure. En d'autrestermes x̃ est la solution de u′(x) = cx, soit enore x̃ = d(cx).8Strito sensu qt est une puissane et la quantité d'énergie onsommée, e, sur l'intervalle de temps
[t, t + dt), est, au premier ordre, en supposant qt di�érentiable, égale à (qt + dqt/dt)dt.9Strito sensu la fontion d'appel de puissane. 7



Notons X0 le stok de ressoure non renouvelable initialement disponible et Xt le stokenore disponible à l'instant t de sorte que :
Ẋt = −xt, X0 = X0 et Xt ≥ 0, t > 0.L'utilisation de la ressoure non renouvelable a pour onséquene le rejet dans l'atmo-sphère d'un polluant, disons de arbone pour simpli�er. Soit ζ le ontenu en arbone d'uneunité de ressoure de sorte que le taux instantané de rejet serait égal à ζxt en l'absene detraitement des rejets à la soure.Notons Zt le stok de polluant présent dans l'atmosphère à l'instant t et zt le tauxinstantané des rejets. Ce stok a une ertaine apaité d'auto-régénération. Pour simpli�eron le suppose onstant (f. par exemple Kolstad et Krautkraemer, 1993). Plus préisémenton suppose que le taux proportionnel instantané d'auto-régénération est onstant et égalà α, de sorte que :

Żt = zt − αZt.On pose que le stok de polluant présent dans l'atmosphère ne peut pas exéder unertain seuil ritique Z̄. Soit Z0 le stok de arbone atmosphérique dont hérite la soiété,inférieur au plafond, Z0 < Z̄. On doit avoir :
Z̄ − Zt ≥ 0, t ≥ 0 et Z0 = Z0.Le �ux de polluant potentiel peut être traité et séquestré dans n puits de arbone quel'on suppose haun étanhe. Soient i = 1, ..., n les indies des puits en question. Chaquepuits i est dé�ni par deux aratéristiques, un oût unitaire monétaire csi de séquestrationdu polluant et une apaité S̄i du puits. Convenons d'indexer les puits par ordre roissantde leurs oûts : cs1 < ... < csi < ... < csn. Les apaités des puits n'ont a priori auunerelation ave les oûts, mais la théorie développée est ompatible ave toute forme derelation. Soit S0

i le volume de polluant initialement présent dans le puits i. Sans perte degénéralité on peut poser que S0
i = 0, i = 1, ..., n.10 On a don :

zt = ζxt −
n

∑

i=1

sit, t ≥ 010On peut toujours redé�nir la apaité du puits, pertinente pour l'étude, omme la di�érene entre saapaité physique et le stok déjà présent à l'instant 0.
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où sit est la quantité de arbone séquestrée11 dans le puits i à l'instant t, de sorte que :
Ṡit = sit et Si0 = 0 , i = 1, ..., n et t ≥ 0

S̄i − Sit ≥ 0 , i = 1, ..., n et t ≥ 0.Lorsque le plafond Z̄ est atteint, on doit avoir Żt = 0. Le �ux maximal de ressourenon renouvelable qu'il est possible de onsommer sans avoir à traiter les rejets est donégal à x̄ = αZ̄/ζ. On note p̄ l'utilité marginale d'une onsommation égale à x̄, p̄ = u′(x̄).On pose que pour haque puits i, la somme du oût moyen d'extration cx et du traitementdes rejets s'ils doivent être séquestrés dans le puits en question, à savoir csiζ, est inférieureà p̄. En d'autres termes, quel que soit le puits dans lequel les rejets sont séquestrés, leoût moyen de mise à la disposition des usagers d'une unité de ressoure non renouvelablepropre (i.e. sans rejet polluant) est inférieure à p̄. Si, pour le puits i, ette somme cx + csiζétait supérieure à p̄ la soiété devrait ne jamais utiliser le puits i en question. Mieux vauten e�et alors ne pas séquestrer dans e puits et rester ontraint au niveau de onsommation
x̄.Hypothèse 2 : ∀i = 1, ..., n : cx + csiζ < p̄.L'énergie renouvelable est une énergie non polluante qui peut être mise à la dispositiondes usagers à un oût moyen onstant égal à cy supérieur à p̄. Si cy était inférieur à p̄, laondition Z̄ − Zt ne ontraindrait jamais la onsommation d'énergie.Soit ȳ le �ux de ette énergie disponible à haque instant. Notons ỹ le �ux qu'il onvien-drait de mettre en permanene à la disposition des usagers en l'absene de l'énergie fossile,si ȳ était su�samment important. En d'autres termes ỹ est la solution de u′(y) = cy, soitenore ỹ = d(cy). On suppose que le �ux disponible d'énergie renouvelable est abondant,'est-à-dire au moins égal à ỹ, de sorte qu'auune rente pure n'a jamais à être imputée àette ressoure12.Hypothèse 3 : p̄ < cy et ỹ < ȳ.Soit ρ > 0 le taux d'atualisation soial instantané. Le bien-être est égal à la sommedes surplus instantanés atualisés à e taux. L'objetif est de maximiser e bien-être.11On évoque habituellement la séquestration du arbone omme une tehnique permettant d'éliminerles seules émissions issues de la prodution életrique ainsi que d'une partie des émissions industrielles.12Le as d'une ressoure renouvelable rare est traité dans La�orgue et al. (2005).9



2.2 Formulation du problème et onditions d'optimalitéLe problème que le plani�ateur doit résoudre est le problème (P ) suivant :
(P ) max

{(sit, i=1,...,n, xt,yt),t≥0}

∫ ∞

0

[

u(xt + yt) −
n

∑

i=1

csisit − cxxt − cyyt

]

e−ρtdt (1)sous les ontraintes :
Ẋt = −xt, X0 = X0 > 0 donné (2)
Xt ≥ 0 (3)
Ṡit = sit, Si0 = 0, i = 1, ..., n (4)
S̄i − Sit ≥ 0, i = 1, ..., n (5)
Żt = ζxt −

n
∑

i=1

sit − αZt, Z0 = Z0 < Z̄ donné (6)
Z̄ − Zt ≥ 0 (7)
ζxt −

n
∑

i=1

sit ≥ 0 (8)
sit ≥ 0, i = 1, ..., n (9)
xt ≥ 0 et yt ≥ 0 (10)Soit Lt le lagrangien en valeur ourante du problème13 :

Lt = u(xt + yt) −
n

∑

i=1

csisit − cxxt − cyyt − λtxt +
n

∑

i=1

ηitsit

+µt

[

ζxt −
n

∑

i=1

sit − αZt

]

+
n

∑

i=1

νit

[

S̄i − Sit

]

+ νZt

[

Z̄ − Zt

]

+γ̄st

[

ζxt −
n

∑

i=1

sit

]

+
n

∑

i=1

γitsit + γxtxt + γytytLes onditions de premier ordre sont les suivantes :
∂Lt/∂sit = 0 ⇔ csi = ηit − µt − γ̄st + γit , i = 1, ..., n (11)
∂Lt/∂xt = 0 ⇔ u′(xt + yt) = cx + λt − µtζ − γ̄stζ − γxt (12)
∂Lt/∂yt = 0 ⇔ u′(xt + yt) = cy − γyt (13)ave les onditions d'éarts omplémentaires :
γ̄st ≥ 0 et γ̄st

[

ζxt −
n

∑

i=1

sit

]

= 0 (14)13Comme d'habitude dans e genre de problème on néglige la ontrainte Xt ≥ 0 dans l'ériture dulagrangien. 10



γit ≥ 0 et γitsit = 0, i = 1, ..., n (15)
γxt ≥ 0 et γxtxt = 0 (16)
γyt ≥ 0 et γytyt = 0 (17)La dynamique des variables adjointes est déterminée par les équations suivantes :
λ̇t = ρλt − ∂Lt/∂Xt ⇔ λ̇t = ρλt ⇔ λt = λ0e

ρt (18)
η̇it = ρηit − ∂Lt/∂Sit ⇔ η̇it = ρηit + νit , i = 1, ..., n (19)
µ̇t = ρµt − ∂Lt/∂Zt ⇔ µ̇t = (α + ρ)µt + νZt (20)ave les onditions d'éarts omplémentaires :
νit ≥ 0 et νit

[

S̄i − Sit

]

= 0, i = 1, ..., n (21)
νZt ≥ 0 et νZt

[

Z̄ − Zt

]

= 0 (22)En�n les onditions de transversalité à l'in�ni ont pour expression :
lim
t↑∞

e−ρtλtXt = λ0 lim
t↑∞

Xt = 0 (23)
lim
t↑∞

e−ρtηitSit = 0, i = 1, ..., n (24)
lim
t↑∞

e−ρtµtZt = 0 (25)On notera d'abord que ηit ≤ 0. ηit est la valeur marginale à l'instant t du stok dearbone déjà séquestré à ette date dans le puits i. Si la apaité d'absorption de e puitsest limitée et si à ette date t, Sit subissait une variation exogène dSit > 0, la valeuroptimisée de la fontion d'objetif du programme (P ) diminuerait14. Par ailleurs tant quele puits i n'est pas saturé, i.e. tant que S̄i − Sit > 0, νit = 0, d'où d'après (19) :
S̄i − Sit > 0 ⇒ ηit = ηi0e

ρt. (26)Pour une raison analogue à elle qu'on vient d'évoquer on doit avoir aussi µt ≤ 0. µt estla valeur marginale, à l'instant t, du stok de arbone présent dans l'atmosphère à ettedate. Puisque le stok de arbone qui peut être présent dans l'atmosphère est lui aussilimité, si à la date t, Zt subissait une variation exogène dZt > 0, la valeur optimisée dela fontion d'objetif du programme (P ) ne pourrait, au mieux, que rester onstante etau pire, diminuer. Par ailleurs supposons que sur l'intervalle de temps [t0, t1] le stok de14Si la apaité est su�samment importante alors ηit = 0, t ≥ 0, f. infra setion 4.11



arbone présent dans l'atmosphère soit inférieur au plafond Z̄, Z̄ − Zt > 0, t ∈ [t0, t1]. Ondoit alors avoir νZt = 0 de sorte qu'en intégrant (20), on obtient :
µt = µt0e

(α+ρ)(t−t0), t ∈ [t0, t1]. (27)La di�érene de dynamique des ηit, i = 1, 2 et de µt tient aux faits suivants. La déisiond'utilisation de la apaité de stokage du puits de arbone i est une déision irréversibleen e sens que Sit est néessairement une fontion monotone non déroissante. Grâeà la régénération naturelle, le stok de polluant dans l'atmosphère Zt peut lui roîtreou déroître, et de fait il sera amené à déroître, quoique la soiété déide en matièred'enfouissement, du simple fait que le stok de ressoure fossile est �ni. Comme on va levoir aux setions suivantes, ette asymétrie struture fortement la solution.En�n, il doit être lair que si à partir d'une ertaine date la ontrainte Z̄ − Zt n'estplus jamais ative, alors µt = 0 à tout instant postérieur à ette date.3 Les sentiers d'Hotelling et les sentiers optimaux en l'ab-sene de puits de arbone3.1 Détermination de dotation ritique en ressoure arbonée fossile au-delà de laquelle la ontrainte de plafond de pollution est ativeOn sait qu'en l'absene de ontrainte sur la onentration atmosphérique en arbone15,le long du sentier de prix, la rente minière devant roître au taux d'atualisation ρ, le prixétant égal à la somme de ette rente et du oût marginal (égal ii au oût moyen) sur toutintervalle de temps pendant lequel la ressoure fossile est onsommée. On a en e�et d'après(12) dans e as, en posant µt = 0, γ̄st = 0 et γxt = 0, ompte tenu de (18) :
u′(xt + yt) = cx + λ0e

ρt.15En l'absene de ette ontrainte la fontion d'objetif du programme (P ) devient :
∫ ∞

0

[u(xt + yt) − cxxt − cyyt] e
−ρtdtet les ontraintes (4) à (9) disparaissent. La ondition de premier ordre (11) n'a plus lieu d'être, non plusque les onditions (14), (15), (19)-(22), ni (24)-(25). La ondition (12) devient, ompte tenu de (18) :

u′(xt + yt) = cx + λ0e
ρt

− γxt.La ondition (13) ne hange pas, ni les onditions (16), (17) et (23).12



Si au ours de e même intervalle de temps la ressoure renouvelable devait être aussiexploitée, la ondition (13) deviendrait :
u′(xt + yt) = cy.Cette ondition et la ondition préédente sont ontraditoires. Les deux ressoures nedoivent don pas être exploitées simultanément.Puisque cx < cy, on doit exploiter la ressoure fossile qui est la moins oûteuse, e quin'est possible que si on l'exploite en premier. En e�et l'exploitation de la ressoure nonrenouvelable n'est possible que si λ0 ∈ (0, cy − cx), auquel as elle est onsommée seule surl'intervalle de temps [

0, TH(λ0)
) où TH(λ0) est la solution de l'équation cx + λ0e

ρt = cy.On a alors :
u′(xt) = cx + λ0e

ρt, γxt = 0 et γyt = cy −
(

cx + λ0e
ρt

)

, t ∈
[

0, TH(λ0)
)de sorte que la ondition (13) peut être véri�ée ave yt = 0. Les deux onditions (12) et(13) sont don simultanément véri�ées sur l'intervalle [

0, TH(λ0)
).A partir de la date TH(λ0) seule la ressoure renouvelable doit être exploitée. Au-delà deette date cx + λ0e

ρt > cy. Posons alors γxt = cx + λ0e
ρt −u′(ỹ) ≡ cx + λ0e

ρt − cy. Puisque
yt = ỹ > 0, alors γyt = 0 de sorte que la ondition (13) s'érit maintenant u′(ỹ) = cy,équation qui n'est autre que l'équation de dé�nition de ỹ. Pour la valeur i-dessus de γxt,la ondition (12) devient :

u′(ỹ) = cx + λ0e
ρt − γxt ≡ cx + λ0e

ρt −
(

cx + λ0e
ρt − cy

)

= cy,de sorte que les deux onditions (12) et (13) sont simultanément véri�ées sur l'intervalle
[

TH(λ0),∞
).Tout ei n'a de sens que si la date TH(λ0) est la date d'épuisement de la ressourenon renouvelable. Cette ondition d'épuisement est la ondition qui détermine la valeur de

λ0 :
∫ T H(λ0)

0
d

(

cx + λ0e
ρt

)

dt = X0.Notons λH
0 la solution de ette équation. En tant que fontion de X0, λH

0 est une fontionstritement déroissante :
dλH

0 /dX0 < 0,13



dont les valeurs limites sont respetivement :
lim
X0↓0

λH
0 = cy − cx et lim

X0↑∞
λH

0 = 0.Substituons λH
0 (X0) à λ0 dans TH(λ0). Notons T̃H(X0) la fontion ainsi obtenue. Lafontion T̃H(X0) est une fontion stritement roissante :

dT̃H/dX0 =
(

dTH/dλ0

) (

dλH
0 /dX0

)

> 0dont les valeurs limites sont :
lim
X0↓0

T̃H = 0 et lim
X0↑∞

T̃H = ∞.Pour tout λ0 ∈ (0, cy − cx) dé�nissons ZH
t (λ0), t ∈

[

0, TH(λ0)
), omme le stok depolluant atmosphérique qu'implique la politique de onsommation de la ressoure fossile

xt = d
(

cx + λ0e
ρt

) en l'absene de traitement des rejets polluants. ZH
t (λ0) est la solutionde l'équation di�érentielle :

Żt = ζd
(

cx + λ0e
ρt

)

− αZt, Z0 = Z0, t ∈
[

0, TH(λ0)
]

.Soit ZH
m (λ0) la valeur maximale de ZH

t (λ0) :
ZH

m (λ0) = max
{

ZH
t (λ0), t ∈

[

0, TH(λ0)
]}

.

ZH
m (λ0) est une fontion déroissante de λ0 puisque d

(

cx + λ0e
ρt

) est elle-même une fon-tion déroissante de λ0 :
dZH

m/dλ0 < 0.Il doit être lair que si λ0 est su�samment faible, alors ZH
m (λ0) > Z̄, le plafond de onen-tration est alors dépassé16.Dans ZH

m (λ0) substituons λH
0 (X0) à λ0 et soit Z̃H

m (X0) la fontion ainsi obtenue.Puisque λH
0 est une fontion stritement déroissante de X0, alors Z̃H

m est une fontionstritement roissante de X0 :
dZ̃H

m/dX0 =
(

dZH
m/dλ0

) (

dλH
0 /dX0

)

> 0,16Pour λ0 prohe de 0, d
(

cx + λ0e
ρt

)

≃ d(cx) ≡ x̃ sur un intervalle de temps d'autant plus long que λ0est prohe de 0. L'équation d'évolution du stok de polluant devient alors :
Żt = ζx̃ − αZt, Z0 = Z0,d'où :

Zt = ζx̃/α +
(

Z0
− ζx̃/α

)

e−αt.Pour t su�samment élevé, Zt ≃ Z̃ ≡ ζx̃/α. Puisque par hypothèse x̃ > x̄, alors Z̃ = ζx̃/α > ζx̄/α = Z̄.14



dont les valeurs limites sont17 :
lim
X0↓0

Z̃H
m = Z0 et lim

X0↑∞
Z̃H

m = ζx̃/α > Z̄.On déduit des inégalités préédentes qu'il existe une valeur ritique de la dotationinitiale en ressoure fossile en-deçà de laquelle, en suivant le sentier de Hotelling standard,le plafond de onentration en arbone ne sera jamais atteint et au-delà de laquelle eplafond sera revé. Soit X̄0 ette valeur ritique dé�nie omme la solution de l'équation
Z̃H

m (X0) = Z̄. On suppose dans e qui suit que le stok initial de ressoure fossile estsupérieur à e stok ritique :Hypothèse 4 : X0 > X̄0.3.2 Caratérisation des sentiers optimaux pour des dotations initialesen ressoure arbonée fossile supérieures à la dotation ritiqueSous l'hypothèse 4 on sait qu'en l'absene de puits de arbone, le sentier optimal d'ex-ploitation des ressoures serait un sentier à quatre phases, di�érent du sentier de Hotellingpuisque devant omporter une phase durant laquelle l'utilisation de la ressoure fossile estontrainte ar le stok de pollution est à son niveau maximal Z̄ (f. Chakravorty et al.,2004, 2005). Ces quatre phases sont les suivantes.Au ours d'une première phase [0, t1) seule la ressoure fossile doit être utilisée et leplafond de pollution n'est pas enore atteint : qt = xt = d
(

cx + λ0e
ρt − µ0e

(α+ρ)tζ
), λ0et |µ0| étant su�samment faibles pour que xt > x̄. Puisque xt > x̄ et Zt < Z̄, alors lesémissions ζxt sont supérieures à la apaité d'auto-régénération naturelle αZt et don lestok de pollution atmosphérique augmente. A l'issue de ette phase, en t1, le plafondde pollution est atteint et le oût marginal omplet de la ressoure non renouvelable,

cx + λ0e
ρt − µ0e

(α+ρ)tζ, est égal à p̄.La seonde phase [t1, t2) est une phase au plafond. Seule la ressoure fossile appro-visionne les usagers18 de sorte que qt = xt = x̄. Le prix est don onstant au niveau p̄.17Lorsque X0 = 0, l'équation d'évolution du stok de polluant devient Żt = −αZt, Z0 = Z0, dont lasolution est Zt = Z0e−ρt, d'où la première limite. Lorsque X0 ↑ ∞, λ0 ↓ 0 et xt ↑ x̃. La seonde limite estonséquene immédiate des remarques de la note préédente.18Ce résultat est une onséquene de l'hypothèse 3. Si, au ontraire, p̄ > cy, il existe plusieurs phasesd'exploitation simultanée des deux ressoures (f. Chakravorty et al., 2004 et 2005).15



Puisqu'on doit avoir p̄ = cx + λ0e
ρt − µtζ, il s'ensuit que |µt| doit déroître au ours deette phase. En t2, µt = 0 et le plafond ne sera plus jamais atteint par la suite de sorte que

µt est dé�nitivement nul.La troisième phase [t2, t3) est une phase au ours de laquelle le sentier est un sentierd'Hotelling standard, pt = cx + λ0e
ρt, et la seule ressoure fossile est utilisée qt = xt =

d
(

cx + λ0e
ρt

). Ce qui reste de la ressoure fossile est alors épuisé. A l'issue de la phase leprix pt doit être égal au oût marginal d'exploitation de la ressoure renouvelable cy.Pendant la quatrième et dernière phase [t3,∞) seule la ressoure renouvelable est uti-lisée, qt = yt = ỹ et pt = cy, et e, pour toujours.Un sentier de e type est représenté à la Figure 1 i-dessous.Figure 1 iiLes valeurs optimales des inq variables lés λ0, µ0, t1, t2 et t3 sont déterminées ommela solution du système des inq équations suivantes :� la onsommation umulée de ressoure fossile doit être égale au stok de ressoureinitialement disponible :
∫ t1

0
d

(

cx + λ0e
ρt − µ0e

(α+ρ)tζ
)

dt + [t2 − t1]x̄ +

∫ t3

t2

d
(

cx + λ0e
ρt

)

dt = X0� à la date t1 le oût marginal omplet de la ressoure fossile doit être égal à p̄ :
cx + λ0e

ρt1 − µ0e
(α+ρ)t1ζ = p̄et à ette même date t1 le stok de pollution atmosphérique doit être égal à Z̄ :

Zt1 (λ0, µ0) = Z̄où Zt(λ0, µ0) est la solution de l'équation di�érentielle :
Żt = ζd

(

cx + λ0e
ρt − µ0e

(α+ρ)tζ
)

− αZt, Z0 = Z0� à la date t2, µt doit être nul, i.e. le oût marginal de la ressoure fossile augmenté dela rente minière doit être égal à p̄ :
cx + λ0e

ρt2 = p̄16



� à la date t3, le oût marginal omplet de la ressoure fossile doit être égal au oûtmarginal de la ressoure renouvelable :
cx + λ0e

ρt3 = cy.On peut montrer failement que pour les valeurs de λ0, µ0, t1, t2 et t3 qui satisfont eséquations, toutes les onditions de premier ordre sont satisfaites (f. Chakravorty et al.,2004).4 Le as d'un puits de arbone de grande apaitéSupposons qu'il n'y ait qu'un seul puits de arbone19 de "grande" apaité. On préiseraen �n de setion e qu'il faut entendre par "grande" apaité. Pour l'instant omprenonsque la apaité du puits est su�samment importante pour qu'auune rente ne puisse êtreimputée pour l'utilisation de ette apaité de stokage qui n'est jamais saturée. La soiétéy séquestre le arbone autant que de besoin, à ondition de supporter le oût de ladite sé-questration qui s'élève à csζ par unité de ressoure fossile utilisée. L'atualisation impliquealors que e oût doit être supporté le plus tard possible si on doit minimiser la sommedes oûts atualisés. On ne séquestrera don le arbone qu'à partir de la date à laquelle lestok de pollution atteint le maximum permis Z̄.Remarquons maintenant que si ηt = 0 pare que le puits n'est pas saturé, et si la soiététraite une partie des rejets de sorte que st > 0 et γst = 0, alors la ondition d'optimalité19S'il n'y a qu'un seul puits, il n'y a plus lieu d'indier ni st ni St. La fontion objetif du programmedevient :
∫ ∞

0

[u(xt + yt) − csst − cxxt − cyyt] e
−ρtdt.Les ontraintes (4) à (9) deviennent :

Ṡt = st, S0 = S0, S̄ − St ≥ 0, Żt = ζxt − st − αZt

ζxt − st ≥ 0 et st ≥ 0Les onditions de premier ordre sont alors, pour elles qui hangent :
(11) cs = ηt − µt − γ̄st + γst

(14) γ̄st ≥ 0 et γ̄st[ζxt − st] = 0

(15) γst ≥ 0 et γstst = 0

(19) η̇t = ρηt + νSt

(21) νSt ≥ 0 et νSt[S̄ − St] = 0

(24) lim
t↑∞

e−ρtηtSt = 0et ηt = η0e
ρt tant que S̄ − St > 0. 17



(11) devient :
cs = −µt − γ̄st ⇒ −µt = cs + γ̄st.Portons ette valeur de −µt dans la ondition d'optimalité (12), en notant que xt > 0, equ'il faut supposer si st > 0, et qu'alors γxt = 0. On obtient :

u′(xt) = cx + csζ + λ0e
ρt. (28)Cette ondition ne peut être satisfaite que si :

xt = d
(

cx + csζ + λ0e
ρt

)

. (29)Don si au ours d'une phase pendant laquelle la soiété onsomme la seule ressourefossile, la ontrainte Z̄ − Zt ≥ 0 est e�etive et simultanément la soiété traite au moinsune partie de ses rejets polluants, alors, pour que les onditions de premier ordre soientsatisfaites, il faut que la prodution d'énergie fossile soit égale à d
(

cx + csζ + λ0e
ρt

). Celane signi�e pas que la totalité des rejets doit être traitée. La minimisation des oûts impliquequ'il ne faut traiter que l'exédent qui onduirait à ne plus respeter la ontrainte de plafondlorsque e plafond est atteint, en d'autres termes :
st = ζ

[

d
(

cx + csζ + λ0e
ρt

)

− x̄
]Une onséquene de l'égalité préédente est que premièrement γst = 0 ar st > 0, etdon γxt = 0 ar xt > 0, et deuxièmement γ̄st = 0 ar ζxt − st > 0 puisqu'on ne retraitepas tous les rejets. On a alors cs = −µt d'après (11). On retrouve bien ainsi la formepartiulière (28) que prend la ondition (12) pour es valeurs de −µt, γ̄st, γst et γxt, et

yt = 0.Le oût marginal omplet d'exploitation de la ressoure fossile, sahant que Zt = Z̄,est la fontion en esalier suivante :
cm =

{

cx + λ0e
ρt , si xt < x̄

cx + λ0e
ρt + csζ , si xt > x̄Cette fontion est illustrée à la Figure 2 i-dessous :Figure 2 ii
18



L'examen de ette �gure montre pourquoi, lorsqu'on est au plafond, le reours à laséquestration permet de relâher la ontrainte et onsommer plus que x̄. Cette période dereours à la séquestration doit être suivie par une phase durant laquelle la onsommation dela ressoure fossile est plafonnée au niveau x̄, la séquestration n'étant plus alors soialementrentable. En e�et à une date t′ postérieure à t, mais pas trop éloignée, la situation illustréeà la Figure 2 est devenue elle qui est illustrée à la Figure 3. Puisqu'au ours d'une tellephase st′ = 0 < xt′ alors γ̄st′ = 0 et γxt′ = 0. Compte tenu du fait qu'on a aussi ηt′ = 0, laondition (11) prend alors la forme −µt = cx − γst. Portons es valeurs dans la ondition(12). On obtient :
p̄ ≡ u′(x̄) = cx + λ0e

ρt′ + (cs − γst′)ζet don :
γst′ =

(

cx + λ0e
ρt′ + csζ

)

/ζ.Figure 3 iiA partir de la date à laquelle la ourbe u′(x) oupe la droite d'ordonnée cx +λ0e
ρt pourune valeur de x inférieure à x̄, le sentier de prix devient un sentier d'Hotelling standard.En résumé le sentier optimal doit être ii un sentier à inq phases, le sentier de prixétant illustré à la Figure 4.La première phase [0, t1) est une phase pendant laquelle le plafond n'étant pas atteint,le prix est égal au oût marginal omplet, pt = cx +λ0e

ρt−µ0e
(α+ρ)tζ, et seule la ressourefossile est utilisée, qt = xt = d(pt). A l'issue de ette phase le plafond de onentration estatteint et le prix est égal à cx + λ0e

ρt + csζ.Au ours de la seonde phase [t1, t2) l'éonomie fontionne au plafond de onentration,seule la ressoure fossile est utilisée et une partie des rejets est séquestrée : pt = cx+λ0e
ρt+

csζ, qt = xt = d(pt) et st = ζ [d(pt) − x̄]. A l'issue de ette phase le prix est égal à p̄.Au ours de la troisième phase [t2, t3) l'éonomie fontionne toujours au plafond, le prixest onstant au niveau p̄, seule la ressoure fossile est exploitée, qt = xt = x̄, et les rejetsne sont plus traités, la régénération naturelle étant égale aux rejets polluants à haqueinstant. Au ours de ette phase |µt| déroît et s'annule à la �n de la phase.19



La quatrième période [t3, t4) est une phase de type Hotelling, pt = cx + λ0e
ρt, seulela ressoure fossile est utilisée, qt = xt = d(pt) et puisque xt < x̄ le stok de pollutionommene à déroître. A la �n de la phase le prix est égal au oût marginal de la ressourerenouvelable cy et la ressoure fossile est épuisée.Au ours de la inquième et dernière phase [t4,∞) seule la ressoure renouvelable estexploitée, qt = yt = ỹ et pt = cy. Figure 4 iiLes valeurs des six variables λ0, µ0, t1, t2, t3 et t4 qui aratérisent le sentier optimalsont solution du système des six équations suivantes :� l'équation d'équilibre entre la onsommation umulée d'énergie fossile et l'o�re deladite ressoure, qui prend ii la forme :

∫ t1

0
d

(

cx + λ0e
ρt − µ0e

(α+ρ)tζ
)

dt +

∫ t2

t1

d
(

cx + λ0e
ρt + csζ

)

dt

+[t3 − t2]x̄ +

∫ t4

t3

d
(

cx + λ0e
ρt

)

dt = X0� l'équation de ontinuité du sentier de prix en t1 :
cx + λ0e

ρt1 − µ0e
(α+ρ)t1ζ = cx + λ0e

ρt1 + csζet à ette même date t1, l'équation d'égalité du stok de polluant à son niveauplafond :
Zt1(λ0, µ0) = Z̄� les équation de ontinuité du sentier de prix en t2, t3 et t4 :
cx + λ0e

ρt2 + csζ = p̄

cx + λ0e
ρt3 = p̄

cx + λ0e
ρt4 = cy.On est maintenant en mesure de dé�nir e qu'il faut omprendre par apaité su�-sante du puits de arbone, pour qu'auune rente n'ait à être imputée par unité de polluant20



séquestré. Considérons un sentier de prix et d'exploitation de la ressoure fossile qui vé-ri�erait l'ensemble des onditions préédentes. Alors le volume de arbone séquestré, quel'on note Cs, s'élève à :
Cs = ζ

∫ t2

t1

[

d
(

cx + λ0e
ρt + csζ

)

− x̄
]

dt.La apaité du puits est su�samment importante si Cs < S̄. La soiété peut séquestrerdans le puits tout le arbone qu'elle ne veut pas rejeter dans l'atmosphère.Il onvient à présent de déterminer les sentiers optimaux lorsque la soiété dispose d'unpuits de arbone qui ne permet pas de séquestrer tous les rejets qu'elle voudrait traiter.5 Le as d'un puits de arbone de petite apaitéLorsque la apaité du puits de arbone est limitée, l'utilisation du puits à des �ns deséquestration présente un oût d'opportunité en sus du oût monétaire cs qu'implique laseule mise en oeuvre du traitement des rejets. On a fait remarquer à la �n de la setion 2 quele taux de roissane instantané de e oût d'utilisation du puits, du "shadow ost" de St,devait roître au taux de l'atualisation tant qu'il n'est pas saturé : St < S̄ ⇒ ηt = η0e
ρt.Portons ette valeur de ηt dans la ondition (11) sahant que si st > 0 alors γst = 0. Onobtient :

cs = η0e
ρt − µt − γ̄st ⇒ −µt = cs − η0e

ρt + γ̄st.Dans (12) substituons à −µt l'expression préédente sahant que si xt > 0 alors γxt = 0,de sorte qu'après simpli�ation et fatorisation on doit avoir20 :
u′(xt) = cx + λ0e

ρt +
(

cs − η0e
ρt

)

ζ.Le oût marginal omplet d'utilisation de la ressoure fossile lorsque le plafond depollution atmosphérique est atteint, Zt = Z̄, et la apaité de séquestration du arbonedans le puits n'est pas enore saturée, a maintenant pour expression :
cm =

{

cx + λ0e
ρt , si xt < x̄

cx + λ0e
ρt +

(

cs − η0e
ρt

)

ζ , si xt > x̄20Se rappeler que η0 < 0 de sorte que cs − η0e
ρt, le oût marginal omplet de traitement des rejets, roîtau ours du temps. 21



Le shéma illustrant la détermination de la onsommation optimale de la ressourefossile au ours de la phase pendant laquelle il est optimal de séquestrer une partie du ar-bone, est similaire au shéma de la Figure 2 après substitution de cx +λ0e
ρt +

(

cs − η0e
ρt

)

ζà cx + λ0e
ρt + csζ. Comme dans le as préédent, ne doit être traitée que ette partie desémissions qui exède la apaité d'auto-régénération du système atmosphérique lorsque leplafond est atteint, d'où :

st = ζ
[

d
(

cx + λ0e
ρt +

(

cs − η0e
ρt

)

ζ
)

− x̄
]La même ause, à savoir la roissane du oût marginal au ours du temps, ii cx +

λ0e
ρt +

(

cs − η0e
ρt

)

ζ, produisant le même e�et, ette phase ave traitement d'une partiedes rejets doit être suivie d'une phase au ours de laquelle l'utilisation de la ressoure fossileest ontrainte par la apaité d'auto-régénération naturelle lorsque Zt = Z̄, 'est-à-dire unephase au ours de laquelle qt = xt = x̄ et pt = p̄.Le sentier optimal d'utilisation des ressoures est don maintenant un sentier à inqphases, omme dans le as d'un puits de arbone de grande apaité. Cependant la dyna-mique d'exploitation de la ressoure fossile di�ère largement de la dynamique déterminéeà la setion préédente jusqu'à la date à laquelle il faut arrêter la séquestration. Le sentierde prix optimal est illustré à la Figure 5 i-dessous.Figure 5 ii.Les inq phases des trajetoires optimales sont les suivantes.La première phase [0, t1) est omme dans les autres as une phase de montée au plafondpendant laquelle on n'utilise que la ressoure fossile. La di�érene ave le as préédent estqu'ii, à l'issue de la phase, le oût marginal omplet de la ressoure fossile, son prix, doitêtre égal au oût marginal omplet du début de la seonde phase qui est maintenant égalà cx + λ0e
ρt +

(

cs − η0e
ρt

)

ζ et non plus cx + λ0e
ρt + csζ.La seonde phase [t1, t2) est une phase de heminement au plafond ave séquestration,analogue à elle du as préédent, mais ii le oût marginal de séquestration d'une unitéde arbone est égal à cs − η0e

ρt et non plus cs.22



Les autres phases sont formellement identiques à elles du as d'un puits de grandeapaité puisque e sont des phases au ours desquelles on ne séquestre plus.Le sentier optimal est aratérisé par les valeurs prises par les sept variables λ0, µ0, η0,
t1, t2, t3 et t4. Pour les déterminer on dispose des sept équations suivantes :� l'équation d'équilibre entre la demande umulée d'énergie fossile et la quantité ini-tialement disponible de la dite ressoure :

∫ t1

0
d

(

cx + λ0e
ρt − µ0e

(α+ρ)tζ
)

dt +

∫ t2

t1

d
(

cx + λ0e
ρt +

(

cs − η0e
ρt

)

ζ
)

dt

+[t3 − t2]x̄ +

∫ t4

t3

d
(

cx + λ0e
ρt

)

dt = X0� l'équation de ontinuité du sentier de prix en t1 :
cx + λ0e

ρt1 − µ0e
(α+ρ)t1ζ = cx + λ0e

ρt1 +
(

cs − η0e
ρt1

)

ζet à ette date, l'équation d'égalité du stok de polluant à sa valeur plafond :
Zt1(λ0, µ0) = Z̄� l'équation de ontinuité du sentier de prix en t2 :

cx + λ0e
ρt2 +

(

cs − η0e
ρt2

)

ζ = p̄et à ette date l'équation de saturation de la apaité du puits de arbone :
ζ

∫ t2

t1

[

d
(

cx + λ0e
ρt +

(

cs − η0e
ρt

)

ζ
)

− x̄
]

dt = S̄� les équation de ontinuité du sentier de prix en t3 et t4, identiques à elles du asd'un puits de grande apaité :
cx + λ0e

ρt3 = p̄ et cx + λ0e
ρt4 = cy.On montre en Annexe que si λ0, µ0, η0, t1, t2, t3 et t4 satisfont es équations, alorstoutes les onditions de premier ordre sont véri�ées.
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6 Le as de plusieurs puits de arboneOn examine d'abord à quelles onditions la soiété, disposant de deux puits de oûtsd'enfouissement di�érents, ne devrait n'utiliser que l'un d'entre eux ou au ontraire lesdeux. On montre ensuite omment le test d'opportunité de l'utilisation du puits le plusoûteux permet de onstruire un algorithme déterminant les puits à utiliser dans le as oùla soiété peut disposer d'un nombre quelonque de puits. On montre en�n omment lemodèle proposé peut s'interpréter omme un modèle dans lequel le oût d'enfouissementdans haque puits est une fontion roissante du volume de arbone déjà séquestré dans lepuits en question.6.1 Position du problèmeConsidérons le as où la soiété dispose de deux puits. Supposons d'abord que le puitsde oût de séquestration le plus faible, que nous onvenons d'appeler puits 1, soit un puitsde grande apaité. Tout se passe alors omme s'il n'y avait qu'un seul puits, de oût detraitement des rejets cs = cs1. L'analyse est la même que l'analyse onduite à la setion 4.Le puits 2 ne sert à rien.Supposons maintenant que la apaité du puits 1 soit petite. On doit omprendre parlà que si la soiété ne pouvait utiliser que le puits 1, une ertaine rente −η1t = −η10e
ρtdevrait être imputée pour l'utilisation de e puits 1. D'après l'analyse menée à la setion5 les deux premières phases des sentiers qu'il serait alors optimal de suivre seraient de laforme cx + λ0e

ρt −µ0e
(α+ρ)tζ sur un intervalle de temps [0, t1) et cx + λ0e

ρt −µ0e
(α+ρ)tζ +

(cs1 − η10e
ρt)ζ sur un intervalle de temps [t1, t2), ave les onditions de ontinuité dessentiers de prix suivantes :

cx + λ0e
ρt1 − µ0e

(α+ρ)t1ζ = cx + λ0e
ρt1 − µ0e

(α+ρ)t1ζ + (cs1 − η10e
ρt1)ζet

cx + λ0e
ρt2 − µ0e

(α+ρ)t2ζ + (cs1 − η10e
ρt2)ζ = p̄.On suivrait don un sentier de oût marginal ontinu et roissant, depuis cx + λ0 en

t = 0 jusqu'à p̄ en t2, et alors de deux hoses l'une :� ou bien cx + λ0e
ρt + cs2ζ > cx + λ0e

ρt + (cs1 − η10e
ρt)ζ sur la totalité de l'intervallede temps [t1, t2) et dans e as, bien que la apaité du puits 1 soit limitée, il n'y24



a pas lieu d'utiliser le puits 2. Le oût marginal omplet de livraison d'une unitéde ressoure fossile propre, obtenue par séquestration dans le puits 1 est toujoursinférieur au oût marginal de livraison de ette même unité propre par séquestrationdans le puits 2, quand bien même e dernier ne serait pas totalement utilisé, i.e.quand bien même la rente |η2t| qu'il faudrait imputer au puits 2 serait nulle ;� ou bien il existe une date t̄ antérieure à t2, telle que :
cx + λ0e

ρt1 + cs2ζ < cx + λ0e
ρt + (cs1 − η10e

ρt)ζ, t < t̄et dans e as il faut aussi utiliser le puits 2 bien que le oût monétaire de séques-tration dans e puits 2, cs2, soit supérieur au oût de séquestration dans le puits 1,
cs1.Dans ette dernière éventualité deux as peuvent alors se présenter :� ou bien le puits 2 est de "grande" apaité, au sens préisé plus loin ;� ou bien le puits 2 est de "petite" apaité.Examinons es deux as suessivement.6.2 Le as d'un seond puits de "grande" apaitéPar seond puits de grande apaité il faut omprendre que même si auune rentene doit être imputée au puits 2, sa apaité permet de séquestrer tout le arbone que lasoiété veut y enfouir, en sus du arbone séquestré dans le puits 1. Il doit être lair que sila quantité de arbone séquestré dans le puits 1 est égale à la apaité du puits, l'intervallede temps au ours duquel ette séquestration doit intervenir est endogène, de même quel'intervalle de temps au ours duquel le arbone est séquestré dans le puits 2, mais aussipour e dernier la quantité de arbone qu'on doit y enfouir.Pour aratériser le sentier optimal dans e as, remarquons qu'à l'optimum on ne doitjamais utiliser les deux puits simultanément. Si en e�et on devait avoir sit > 0, i = 1, 2,sur un intervalle de temps (t′, t′′), t′ < t′′, on aurait γit = 0, et νit = 0,21 i = 1, 2, surl'intervalle et don d'après (11) :

−µt = csi − ηi0e
ρt + γ̄st, t ∈ (t′, t′′), i = 1, 2.21Si sit > 0 sur l'intervalle (t′, t′′) alors Sit < S̄i, d'où νit = 0 et la forme partiulière ηit = ηi0e

ρt queprend la variable adjointe ηit. 25



Portons es valeurs dans (12). Après simpli�ation on obtient :
u′(xt + yt) = cx + λ0e

ρt + (csi − ηi0e
ρt)ζ, t ∈ (t′, t′′), i = 1, 2d'où :

cs1 − η10e
ρt = cs2 − η20e

ρt, t ∈ (t′, t′′)e qui est lairement impossible si cs1 < cs2 quel que soit −ηi0 ≥ 0, i = 1, 2.Le seul as dans lequel on peut avoir une phase au ours de laquelle le oût marginalomplet d'obtention d'une unité de ressoure fossile propre par utilisation du puits 1 estinférieur à e même oût marginal par utilisation du puits 2, et une autre phase au oursde laquelle l'inégalité serait renversée, est elui dans lequel −η20 < −η10. La phase pendantlaquelle proéder par enfouissement dans le puits 1 est moins oûteux que proéder parenfouissement dans le puits 2 préède toujours alors la phase où 'est l'inverse, et ei quele puits 2 soit de grande ou de petite apaité.La prise en ompte de ette remarque implique que le sentier optimal est un sentier àsix phases :� Phase 1, [0, t1), montée au plafond sans séquestration ;� Phase 2, [t1, t2), au plafond ave séquestration dans le puits 1 ;� Phase 3, [t2, t3), au plafond ave séquestration dans le puits 2 ;� Phase 4, [t3, t4), au plafond sans séquestration ;� Phase 5, [t4, t5), sentier d'Hotelling standard au-dessous du plafond ;� Phase 6, [t5,∞), exploitation de la ressoure renouvelable.Les valeurs des huit variables λ0, µ0, η10, t1, t2, t3, t4 et t5 aratérisant le sentier sontsolution du système des huit équations suivantes :� l'équation d'égalité de la onsommation umulée de ressoure fossile à l'o�re dispo-nible, dans le as présent :
∫ t1

0
d

(

cx + λ0e
ρt − µ0e

(α+ρ)tζ
)

dt +

∫ t2

t1

d
(

cx + λ0e
ρt +

(

cs1 − η10e
ρt

)

ζ
)

dt

+

∫ t3

t2

d
(

cx + λ0e
ρt + cs2ζ

)

dt + [t4 − t3] x̄ +

∫ t5

t4

d
(

cx + λ0e
ρt

)

dt = X0,
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� l'équation de ontinuité du sentier de prix en t1 :
cx + λ0e

ρt1 − µ0e
(α+ρ)t1ζ = cx + λ0e

ρt1 + (cs1 − η10e
ρt1)ζ,et à ette date l'équation d'égalité du stok de polluant à son niveau plafond :

Zt1 (λ0, µ0) = Z̄,� l'équation de ontinuité du sentier de prix en t2 :
cx + λ0e

ρt2 + (cs1 − η10e
ρt2)ζ = cx + λ0e

ρt2 + cs2ζet à ette date la ondition de saturation du puits 1 :
ζ

∫ t2

t1

[

d
(

cx + λ0e
ρt(cs1 − η1t2e

ρt2)ζ
)

− x̄
]

dt = S̄1,� les équations de ontinuité du sentier de prix en t3, t4 et t5 :
cx + λ0e

ρt3 + cs2ζ = p̄,

cx + λ0e
ρt4 = p̄,

cx + λ0e
ρt5 = cy.Comme on l'a souligné au début de la sous-setion, le fait que le seond puits soit de"grande" ou "petite" apaité est endogène. La apaité du puits 2 est onsidérée omme"grande" si pour la solution λ0, µ0, η10, t1, t2, t3, t4 et t5 du système d'équations préèdentle volume de arbone à séquestrer dans le puits 2 n'exède pas la apaité du puits enquestion, en d'autres termes si :

ζ

∫ t2

t1

[

d
(

cx + λ0e
ρt + cs2ζ

)

− x̄
]

dt ≤ S̄2.Si ette inégalité n'est pas satisfaite le puits 2 doit être onsidéré omme étant petit.6.3 Le as d'un seond puits de "petite" apaitéSi le seond puits est un puits de petite apaité au sens que l'on vient de dé�nir, il fautimputer une rente au dit puits. La seule di�érene ave le as préédent est maintenant que,au ours de la phase de séquestration dans le seond puits, le oût marginal omplet d'uneunité de ressoure fossile propre, son prix, a pour expression cx + λ0e
ρt + (cs2 − η20e

ρt)ζ.27



Le sentier optimal est dé�ni par les valeurs de neuf variables λ0, µ0, η10, η20, t1, t2,
t3, t4 et t5, solution du système des équations suivantes. Huit de es équations sont leséquations préédentes modi�ées pour tenir ompte de la trajetoire du prix sur l'intervalle
[t2, t3] qui inlus maintenant une rente pour utilisation du puits 2. A es huit équationsil onvient d'adjoindre une équation de saturation du puits 2 à l'issue la troisième phase
[t2, t3) :

ζ

∫ t3

t2

[

d
(

cx + λ0e
ρt + (cs2 − η20e

ρt)ζ
)

− x̄
]

dt = S̄2.Un sentier de prix optimal de e type est illustré à la Figure 6 i-dessous.Figure 6 ii6.4 Généralisation au as de n puitsL'étude du as de deux puits se généralise aisément au as d'un nombre quelonque depuits. Indiçons es puits par ordre roissant de leur oût d'utilisation : cs1 < ... < csi < ... <

csn. Supposons qu'on sahe que les m premiers puits, m < n, sont petits en e sens qu'enrestreignant les possibilités d'enfouissement aux apaités des dits m puits la rente qui doitêtre imputée au mième puits, et don aussi aux m − 1 puits qui le préèdent, est positive,
−ηm0 > 0. Ce puits de rang m doit être utilisé sur un intervalle de temps [tm, tm+1) eton doit avoir à l'issue de sa phase de remplissage cx + λ0e

ρtm+1 + (csm − ηm0e
ρtm+1)ζ = p̄.Alors de deux hoses l'une :� ou bien cx+λ0e

ρt+csm+1ζ ≥ cx+λ0e
ρt +(csm−ηm0e

ρt)ζ sur la totalité de l'intervalle
[tm, tm+1) et dans e as le m + 1ième puits n'a pas à être exploité ;� ou bien il existe une date t̄ antérieure à tm+1 telle que :

cx + λ0e
ρt + csm+1ζ < cx + λ0e

ρt + (csm − ηm0e
ρt)ζ, t > t̄et dans e as il faut aussi exploiter le m + 1ième puits.Dans e dernier as :� ou bien le puits m + 1 est de "grande" apaité,� ou bien le puits m + 1 est de "petite" apaité,les quali�atifs "grand" et "petit" étant endogènes, omme dans le as du puits 2 à lasous-setion préédente. 28



Si le puits m + 1 est grand, il ne faut pas utiliser les puits m + 2, ..., n. Si le puits
m + 1 est petit, il onvient de reommener le test. Puisque le nombre de puits est �ni,l'algorithme que nous venons de dé�nir onverge en un nombre �ni d'étapes.6.5 Le modèle omme modèle à oût de séquestration roissant ave laséquestration umuléeOn a supposé jusqu'ii que le oût moyen de séquestration dans haque puits i, csi,était onstant et don égal au oût marginal. Dans la mesure où la pression dans un puitsest d'autant plus élevée que le volume de arbone déjà séquestré est important, et que ettepression plus élevée oblige à engager des dépenses plus onséquentes pour y enfouir uneunité additionnelle de arbone, il faut poser que le oût marginal de séquestration est unefontion roissante du volume de arbone déjà séquestré. En d'autres termes, on devraitposer que pour haque puits i, csi = csi(Si) et dcsi/dSi > 0, où Si est le volume de arbonedéjà séquestré dans le puits i.Le modèle étudié jusqu'à présent peut être vu omme un modèle dans lequel les fon-tions csi(.) sont approximées par des fontions en esalier, l'approximation étant d'autantplus prohe de la fontion réelle que le nombre de paliers retenus est important. Soit mi lenombre de paliers hoisis pour approximer la fontion csi(.) et 1i, ..., hi, ..., mi les indies dees di�érents paliers, par ordre roissant du oût moyen de séquestration à haque palier,
c1i

si < ... < chi

si < ... < cmi

si , chi

si étant le oût moyen (marginal) de séquestration au palier
hi. Notons ∆S̄hi

i la apaité d'absorption au palier hi de sorte que ∑mi

hi=1 ∆S̄hi
i = S̄i.S'il n'existe qu'un puits de séquestration, le puits i, l'identi�ation au modèle préédentest immédiate. La règle d'exploitation optimale de puits de oûts moyens de séquestrationdi�érents presrit qu'il faudrait les exploiter par ordre roissant de leur oût. Appliquonsette règle au as du seul puits i en question, déomposé en mi sous-puits di�érents. La règleen question onduit à utiliser d'abord le premier sous-puits de oût c1i

si de apaité ∆S1i
si ,ensuite s'il y a lieu, le seond sous-puits de oût c2i

si de apaité ∆S2i

si , et... En d'autrestermes, il faut utiliser les sous-puits dans l'ordre qui est l'ordre naturel de remplissage dupuits i.Considérons maintenant le as de m puits di�érents, la fontion de oût de haun d'euxétant approximée par une fontion en esalier. Construisons une suite de puits théoriques29



j = 1, ..., m par relassement de l'ensemble des paliers des di�érents puits indiés par ordreroissant de leurs oûts et regroupement des apaités des paliers de oûts identiques.Notons cj
s le oût moyen du puits théorique de rang j et S̄j sa apaité de séquestration :

c1
s < ... < cj

s < ... < cm
s . Ces puits théoriques sont onstruits par réurrene omme suit.Pour j = 1 :

c1
s = min

{

c1i
s , i = 1, ..., m

}

.Soit I(1) l'ensemble des indies des puits pour lesquels c1i
s = c1

s. Alors :
S̄1 =

∑

i∈I(1)

∆S̄1i
i .Sortons les paliers de oûts c1

s et reommençons l'opération. Puisque le ardinal del'ensemble des paliers est �ni, la proédure ainsi dé�nie omprend un nombre �ni d'étapes.Le nombre de puits théoriques, m, est au plus égal à ∑

i=1 mi. Il serait préisémentégal à ette somme si les oûts aux paliers des puits e�etifs étaient tous di�érents.L'ordre dans lequel on doit, à l'optimum, utiliser les puits théoriques est l'ordre de leursoûts. En proédant ainsi, l'ordre d'utilisation des di�érents paliers d'un même puits estl'ordre naturel de remplissage du puits en question. Par ailleurs tous les paliers e�etifsonstituant un même puits théorique de rang j peuvent être utilisés simultanément. Al'optimum le arbone peut don être séquestré dans plusieurs puits en même temps.
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7 ConlusionNous avons analysé la logique éonomique d'une politique de aptation à la souredes gaz à e�et de serre et de séquestration des �ux ainsi aptés, dans un dispositif plusgénéral de maintien en-deçà d'un ertain seuil de la onentration atmosphérique des gaz enquestion. Nous avons démontré que ette politique ne doit être mise en oeuvre qu'une foisatteint le seuil de onentration qu'on s'interdit de dépasser, et e indépendamment du oûtmonétaire à supporter et de la apaité de stokage des puits, 'est-à-dire indépendammentdu nombre de puits, du oûts d'aès à haun d'eux et de leurs apaités de rétention.Par ailleurs, il ressort de notre analyse que le shéma optimal d'exploitation des res-soures et de reours à la séquestration, obtenu ave des oûts moyens onstants, est robusteà d'autres spéi�ations des fontions de oût, qui dépendraient du �ux et du umul dearbone séquestré pour e qui onerne le oût de séquestration et/ou du �ux et du umulde l'extration pour e qui onerne le oût de la ressoure non renouvelable (f. Heal,1976), omme le montrent les développements de la setion 6.L'absene de séquestration avant le plafond ne signi�e pas pour autant l'absene depolitique environnementale à ourt terme. Au ontraire, avant même d'être ativée, etteoption séquestration agit dès l'instant initial sur le rythme d'extration de la ressourenon renouvelable qui, à l'optimum, devra être moins soutenu jusqu'à atteinte du plafond.Cette rédution de la onsommation est imputable d'une part au oût d'opportunité del'émission de pollution avant le plafond, et d'autre part, au oût d'opportunité lié à laséquestration d'une unité de pollution une fois le plafond atteint, oûts qui s'ajoutent auoût total de mise à disposition de la ressoure.En�n, notons que, dans la dé�nition retenue du proessus de stokage, nous avonsignoré l'éventualité pour les puits de relâher une partie du arbone séquestré (f. Herzoget al., 2003 et Paala, 2003). Ce phénomène de fuite, fut-il même ontinu dans le temps,n'aurait auune inidene sur la solution optimale à ourt terme. Dans e as, seule ladurée de la phase de séquestration serait étendue à la durée totale de la phase au plafondpuisqu'une fois la apaité de stokage atteinte, la séquestration permettrait de ompenserles fuites à haque instant.
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AnnexesNotons pH
t = cx + λ0e

ρt le sentier de prix de Hotelling, p̂t = pH
t − µ0e

(α+ρ)tζ le sentierde prix suivi avant l'arrivée au plafond et p̃t = pH
t +

(

cs − η0e
ρt

)

ζ le sentier suivi au plafonddurant la phase de séquestration. Lorsqu'il n'existe qu'un seul puits de arbone et que epuits est de petite taille, la solution du programme (P ) est :
xt =































d (p̂t) , t ∈ [0, t1)
d (p̃t) , t ∈ [t1, t2)
x̄ , t ∈ [t2, t3)

d
(

pH
t

)

, t ∈ [t3, t4)

0 , t ∈ [t4,∞)

, yt =

{

0 , t ∈ [0, t4)
ỹ , t ∈ [t4,∞)

, st =

{

0 , t /∈ [t1, t2)
ζ [d (p̃t) − x̄] , t ∈ [t1, t2)(30)Les variables duales assoiées au programme (P ) sont :

γst =



















cs + µ0e
(α+ρ)t − η0e

ρt , t ∈ [0, t1)
0 , t ∈ [t1, t2)
cs + (pH

t − p̄)/ζ , t ∈ [t2, t3)
cs , t ∈ [t3,∞)

, γ̄st = 0, t ≥ 0 (31)
γxt =

{

0 , t ∈ [0, t4)
pH

t − cy , t ∈ [t4,∞)
(32)

γyt =



























cy − p̂t , t ∈ [0, t1)
cy − p̃t , t ∈ [t1, t2)
cy − p̄ , t ∈ [t2, t3)
cy − pH

t , t ∈ [t3, t4)
0 , t ∈ [t4,∞)

(33)
ηt =

{

η0e
ρt , t ∈ [0, t2)

0 , t ∈ [t2,∞)
, νSt = 0, t ≥ 0 (34)

µt =



















µ0e
(α+ρ)t , t ∈ [0, t1)

η0e
ρt − cs , t ∈ [t1, t2)

(pH
t − p̄)/ζ , t ∈ [t2, t3)

0 , t ∈ [t3,∞)

(35)
νZt =



















0 , t ∈ [0, t1)
(α + ρ)cs − αη0e

ρt , t ∈ [t1, t2)
[

ṗH
t − (α + ρ)(pH

t − p̄)
]

/ζ , t ∈ [t2, t3)

0 , t ∈ [t3,∞)

(36)
Pour la solution (30), il est relativement aisé de s'assurer que si λ0, µ0, η0, t1, t2, t332



et t4 satisfont les sept équations dérites à la setion 5, alors les variables duales dé�niespar (31)-(36) véri�ent bien les onditions (11)-(22). Par ailleurs, puisque le stok Xt deressoure fossile est épuisé en t4, la ondition de transversalité (23) est véri�ée. De même,puisque ηt = 0 et St = S̄ pour tout t ≥ t2 d'une part, µt = 0 et Zt = Z̄e−α(t−t4) pour tout
t ≥ t4 d'autre part, alors les onditions (24) et (25) sont satisfaites.
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Fig. 1 � Sentier de prix optimal en l'absene de possibilité de aptage du arbone

Fig. 2 � Coût marginal omplet de la ressoure fossile lorsque Zt = Z̄. Phase pendantlaquelle la onsommation est ontrainte et il est optimal de traiter la partie xt − x̄ desrejets potentiels 36



Fig. 3 � Coût marginal omplet de la ressoure fossile lorsque Zt = Z̄. Phase pendantlaquelle il est optimal de ne pas traiter les rejets

Fig. 4 � Sentier de prix optimal. Cas d'un puits de arbone de grande apaité37



Fig. 5 � Sentier de prix optimal. Cas d'un puits de arbone de petite apaité

Fig. 6 � Sentier de prix optimal. Cas de deux puits de petites apaités38


