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Résumé

On montre comment la contrainte d’épuisement des ressources non re-
nouvelables sur laquelle risque de buter in fine le maintien d’un niveau de
consommation minimal, peut étre levée grace a un effort d’investissement
adapté. Mais cet effort, initialement assez intense dans certains cas, ne doit
étre consenti que si la productivité dans le secteur de la recherche est suffi-
samment élevée au regard de 'impatience. On montre aussi que le devenir
des sociétés dont la base technique n’est pas susceptible de progresser, ne
se confond pas avec celui des sociétés dont la base technique est potentielle-
ment évolutive, mais dans lesquelles une préférence marquée pour le présent
a pour effet de leur faire choisir une trajectoire de recherche initialement
trop timide, de sorte qu’a terme, leur consommation est inéluctablement
amenée a régresser.

Abstract

We show how the exhaustion constraint of non renewable resources,
against which maintaining a minimum level of consumption may collapse
in the long run, could be relaxed by an appropriate effort in R&D. However
along any optimal trajectory of the economy, this effort has to be made if
and only if the productivity in the research sector is high enough compared
with the impatience. We also show that the evolution of societies without
technical progress is not the same that the evolution of societies with tech-
nical progress but strong impatience. Indeed, in this last case, the society
must choose an increasing R&D effort but initially low, resulting in a long
run decrease of the consumption level.
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1 Introduction

On se propose dans ce mémoire de montrer comment la contrainte d’épui-
sement des ressources non renouvelables sur laquelle risquerait de buter a
terme le désir de maintien d’un certain niveau de vie, peut étre contour-
née grace a un effort de recherche-développement spécifique, et pourquoi la
société devra consentir cet effort le long de toute trajectoire optimale d’évo-
lution de I’économie si sa préférence pour le présent, son impatience, n’est
pas trop forte.

Par effort de recherche spécifique on entend la mobilisation de moyens
en vue d’améliorer la productivité d’un facteur de production sans nécessai-
rement accroitre la productivité des autres facteurs. Par exemple le progres
des connaissances en matiere d’isolement thermique permet de réduire la
quantité d’énergie indispensable au déclenchement de telle ou telle réac-
tion sans nécessairement modifier les quantités requises des autres facteurs.
Ce type de progres doit étre vu comme 'un des types polaires du progres
technique. L’autre grand type polaire est celui du progres qui accroit in-
distinctement la productivité de I’ensemble des facteurs. La différence entre
ces deux types est la plus contrastée pour la classe des fonctions de pro-
duction a facteurs strictement complémentaires de la forme générale, dans
le cas d’'une monoproduction, y = «(y) iiI{l__ip_n{ai(y)xi}, ou les coefficients
a et aj,i =1,...,n, sont eux-mémes des fonctions positives croissantes de
y. Un progres technique spécifique au facteur ¢ est celui qui permet d’ac-
croitre les valeurs prises par la fonction aj tandis qu’un progres technique
général est celui qui permet d’accroitre les valeurs prises par la fonction a.
On supposera dans la présente étude que les facteurs de production sont
strictement complémentaires et que la proportion dans laquelle il faut les
utiliser & un instant donné, ne dépend pas de I’échelle de la production;
en d’autres termes on supposera qu’a chaque instant la technologie est une
technologie & la Leontiev ! 2.

Il ne suffit pas qu’il existe des opportunités de progres pour que la société
doive s’en saisir. Dans la mesure ou concrétiser ces potentialités exige un
effort, encore faut-il qu’il vaille que la société consente a le fournir. On
montre que selon les valeurs prises par le rapport du taux d’actualisation
social a la productivité du travail dans le secteur de la recherche,la trajectoire
d’évolution optimale de 1’économie sera ou ne sera pas une trajectoire le long

Pour une présentation treés claire de la problématique de la substitution entre facteurs
dans les modeles agrégés avec ressources épuisables et des effets d’un progres technique
non spécifique dans ce genre de modéle on pourra consulter Kany et Ragot (1998). On
trouvera dans 'ouvrage de Schubert et Zagamé (1998) dont cet article constitue I'un des
chapitres, une bibliographie abondante que nous n’avons pas jugé utile de dupliquer dans
le présent mémoire.

20n trouvera dans Ruttan (2001) un panorama des évolutions technologiques depuis
environ un siecle et demi et des politiques en matiere de recherche-développement.



de laquelle D'effort de recherche est suffisamment intense initialement pour
que la contrainte d’épuisement des réserves soit levée.

L’étude est conduite comme suit. Le modele est exposé a la section 2.
On examine & la section 3 quel serait 'usage optimal du stock de ressource
si aucune amélioration de la technique n’était envisageable. On établit a la
section 4 les propriétés générales des trajectoires optimales. On détermine a
la section 5 les caractéristiques des régimes réguliers et plus particulierement
celles des régimes réguliers optimaux. L’étude de la transition vers le régime
régulier optimal, lorsque celui-ci existe, est entreprise a la section 6 et ’étude
de la trajectoire optimale en ’absence de régime régulier optimal fait I'objet
de la section 7. On conclut brievement a la section 8.

2 Le modele

On considere une économie de population constante, ou 'offre de travail
est inélastique. Comme on suppose que la production s’effectue a rendements
constants (cf. (2.1) ci-dessous) on peut, sans perte de généralité, normaliser
a 1 la quantité de travail disponible a chaque instant.

La production du bien de consommation nécessite du travail et une res-
source non-renouvelable. Les facteurs de production sont supposés stricte-
ment complémentaires. Soit ¢t la quantité de bien de consommation produite
a linstant ¢, [y la partie du travail disponible affectée a sa production et st
la quantité de ressource utilisée. Alors :

Ct = min{Alt, BtSt}, t Z 0 (21)

ou A est le coefficient technique de productivité du travail et By le coefficient
technique de productivité de la ressource 3. Le coefficient de productivité
du travail est supposé non-améliorable. Le coefficient de productivité de la
ressource, donné a court terme, peut étre amélioré a long terme a condition
de consentir un effort de recherche d’autant plus intense que ’amélioration
envisagée est importante. Soit nt la partie du travail disponible consacrée a
I'amélioration de Bt. On pose qu’a chaque instant le taux de croissance de
Bt est proportionnel a ’effort consenti :

Bt == b’I’LtBt 5 t Z 0 (22)

ou b > 0 est le coefficient technique de productivité de la recherche. By
peut étre vu comme un stock de connaissances permettant de tirer parti au

3Prendre explicitement en compte le capital, c’est-a-dire une fonction de production
y¢ = min{ A&, Dky, Bysi}, avec l%:t = iy — 0ks, ol 4; est 'investissement brut instantané et
0 le taux d’attrition du capital, et ¢; = y: — ¢, ne modifierait pas fondamentalement les
conclusions de la présente étude. La raison en est que le capital est un facteur reproduc-
tible. Simplement la consommation du régime régulier optimal asymptotique lorsqu’un
tel régime existe est évidemment plus faible puisqu’on doit en permanence renouveler le
capital qui arrive en fin d’exploitation.



mieux de la ressource pour produire le bien de consommation. Ce stock de
connaissances s’accroit d’autant plus vite que les moyens consacrés a son
développement sont importants. Par ailleurs le processus est cumulatif en
ce sens qu’a effort de recherche donné, ’accroissement est d’autant plus im-
portant que le stock des connaissances est déja élevé.

Le travail peut étre affecté a I'un ou 'autre secteur, production ou re-
cherche, le transfert des actifs d’un secteur a ’autre n’impliquant ni aucun
délai, ni aucun cout. La contrainte de répartition du travail disponible prend
donc la forme :

l—lt—ntZO, ltZO et TLtZO, tZO (23)

La société dispose initialement d’un stock donné de ressource Sy. Puisque
la ressource est non-renouvelable, le stock non-utilisé a 'instant ¢, St, décroit
au rythme de son utilisation :

Sy =—st, t>0. (2.4)

Pour aller a ’essentiel on suppose que le cout d’extraction et de traitement
avant mise a disposition du secteur de production du bien de consommation,
est nul.

L’utilité instantanée de la consommation est du type a “élasticité constante
de I'utilité marginale” :

ule) =c'T/(1—€), €>0 et e#1. (2.5)

Soit p le taux d’escompte social que 'on suppose constant. L’objectif
du planificateur social est de maximiser la somme des utilités instantanées
actualisées qu’implique le sentier de consommation choisi.

Etant donné la structure du probléme, il est clair que la contrainte d’uti-
lisation du travail disponible doit étre saturée : tout travail qui n’est pas
utilisé dans le secteur de production du bien de consommation doit étre af-
fecté & I'amélioration de la productivité de la ressource pour maximiser les
potentialités de consommation future. On doit donc avoir & chaque instant
nt = 1 — lt. On peut ainsi éliminer I'une des variables [ ou n et ne retenir
qu’une seule variable de commande. Dans ce qui suit on retiendra ng, sauf a
la section 3. Par ailleurs, si 1 —ny est la quantité de travail affectée a la pro-
duction du bien final, la complémentarité et le non-gaspillage des facteurs
de production impliquent que la quantité de ressource qu’il faut sacrifier a
chaque instant s’éleve a A[1 —n¢]/Bt. On peut donc formuler le probléme du
choix d’une trajectoire optimale de ’économie comme un probleme & une
seule variable de commande, ny, et deux variables d’état, By et St. Soit (P)
ce probleme :



(P) max i - /OOO{A[l — ng]} e Mt (2.6.1)
Bt = bnt Bt , By donné (2.6.2)
St = —A[1 —nt]/Bt , S donné, S¢ >0 (2.6.3)
1—-nt>0,ne>0 (2.6.4)

3 L’utilisation optimale de la ressource en 1’ab-
sence de progres technique

En labsence de progres technique, le probleme (P) se ramene & un pro-
bleme de choix d’un rythme optimal de consommation du stock de ressource
initialement disponible, la vitesse d’épuisement du stock étant éventuelle-
ment bornée supérieurement dans un premier temps par la quantité de tra-
vail utilisable lorsque le stock initial est abondant.

Soit [y la variable de commande du probleme (Q) suivant :

L[ et st
@ max [ AN (3.1)
St = —Alt/B, Sy donné, Sy >0 (3.2)
1—1t>0, It > 0. (3.3)

Il est clair que la contrainte Iy > 0 n’est jamais saturée. On peut donc la
négliger. Soit LQy le lagrangien en valeur courante du probleme (@) :

LQt = [Al]"T(1 — o)™ = MAB™ + on[1 — 1. (3.4)
La condition de maximisation de L@ par rapport a It a pour expression :
AT MABTE — o = 0. (3.5)

Par ailleurs :
A=ph = A= Ao (3.6)

Examinons d’abord la phase de la trajectoire pendant laquelle la contrainte
de disponibilité en travail n’est pas saturée. En posant ax = 0 dans (3.5) et
en remplacant At par Aoe*® (cf. (3.6)), on obtient I’expression de Iy pendant
une phase de ce type :

ko= Be AN (3.7)



Puisqu’on doit avoir Iy < 1 pendant ce type de phase, elle ne peut com-
mencer & l'instant ¢ = 0 que si \g > B/A".

Pour tout \g > B/A", définissons S()\g) comme le stock de ressource qui
serait nécessaire pour produire Aly indéfiniment, [y étant donné par (3.7).
Puisque

st = AlB™l= Bt le M1 (3.8)
la quantité de ressource utilisée jusqu’a l'instant ¢, S¢(\), s’éleve a :

St(ho) = /OtSadfz(e/p)B%‘l[l—e‘”‘"“*]A&“ﬂ (3.9)

de sorte que :

So) = I Si(ho) = (e/p) BN (3.10)

Soit Ag I'inverse de la fonction S :
() = STHS) = (¢/p)'B'Ts. (3.11)

En reportant la valeur ainsi obtenue de \g dans l’expression de s; on
obtient la vitesse optimale de consommation de la ressource en fonction du
stock initial Sy pourvu que celui-ci ne soit pas trop important :

st = (p/e)Soe ™ = ¢ = (p/e)BSpe ™ (3.12)

Le sentier de consommation est donc de ce type sur [0, 00[ si \g > B/A,
i.e. d’apres (3.11) si :

Sy < (e¢/p)AB™L. (3.13)

Pour un stock initial supérieur a cette valeur critique, le sentier optimal
consiste a consommer d’abord le maximum compatible avec la contrainte
It <1,1e ¢t = A, et st = A/B, jusqu'a ce que le stock soit ramené a la
valeur critique eA/pB. Soit 6 la date a laquelle cette valeur est atteinte :

eA\ A BS;, e

Alors, 'expression de \g, en fonction de Sy, est donnée par :
X = ATBe™ avec 0= A"'BSy— (¢/p). (3.15)

Pour ¢ > 6, la consommation décroit selon la formule (3.12). A partir de
I'instant @ le travail disponible n’est plus totalement employé. Le chomage
est ici une conséquence immédiate des hypotheses d’inélasticité de 1'offre de
travail et de non-substitution des facteurs de production.



En I’absence de progres technique 1’épuisement de la ressource a pour
conséquence une diminution constante de la consommation & partir d’une
certaine date, consommation qui tend asymptotiquement vers zéro. Mon-
trons maintenant qu'un progres technique endogene conduit a soutenir in-
définiment un niveau de consommation strictement positif et constant a long
terme si efficacité du travail dans l'activité de recherche est suffisamment
élevée.

4 Caractérisation des trajectoires optimales

Soit L le lagrangien en valeur courante du probleme (P). Puisqu’il est
clair que la contrainte 1 — n¢ > 0 ne doit jamais étre saturée, on peut la
négliger, d’ou :

LP; = (1 — 6)71[./4(1 — nt)]liT — )\tABt_l(l — nt) + vibne By + Fing.
(4.1)

La condition de maximisation de LP; par rapport a nt prend la forme :
— A1 = g 7T+ MABE !+ By + B = 0 (4.2)

et les conditions régissant 1’évolution des variables duales At et v¢ sont res-
pectivement :

M=pAdt = A= Aoe™ (4.3)
et :
ﬁt = [p - bnt]yt - )\tABt_z[l - nt]. (44)

Lorsque la trajectoire de I’économie n’est pas contrainte par la condition
nt > 0, la condition (4.2) s’écrit :

AliT[l - nt]ff = ACt_T = )\tABt_l + thBt. (45)

Le membre gauche de cette relation est le cotit marginal de nt en termes
d’utilité instantanée ; le premier terme du membre droit représente la valeur
instantanée de 1’économie de ressource qu’implique a la marge un accroisse-
ment de nt, le prix imputé de la ressource étant égal a ¢, et le second terme
représente la valeur instantanée de 1’accroissement du stock de connaissances
qu’implique a la marge un effort de recherche accru, le prix imputé du stock
de connaissances étant égal a 14. Le long de toute trajectoire optimale, le
cout marginal instantané de n¢ doit étre égal en permanence & son bénéfice
marginal.



Pour mettre en évidence les conditions d’arbitrage intertemporel en termes
d’utilité et de possibilités de production, différencions la condition (4.5) par
rapport a t :

*GAétc;(1+T) = AtABfl — AtAB{2Bt + tbBt + l/tht. (46)

Dans cette expression substituons & A¢ son expression donnée par (4.3), a
Bt son expression donnée par (2.2) et & 14 son expression donnée par (4.4).
Apres simplification on obtient :

—cAérey T = p [MNAB ' + bBy] — AbAB Y, (4.7)
qu’on peut réécrire en tenant compte de (4.5) :
—eAétc;(1+T) = pAc{Jr — MbAB; . (4.8)

Remarquons alors que le long du sentier optimal la valeur du stock de
ressource St évaluée au prix A¢ doit, & chaque instant, étre égale a la valeur
du stock de connaissances By évalué au prix vy 4 :

AtSt = I/tBt y t > 0 (49)
de sorte que 'égalité (4.5) s’écrit encore :
AT = MAB{! + b\St,

d’ott :

MAByY = A T(1+0A471BSH L (4.10)

Dans (4.8) substituons & \AB; ! son expression donnée par (4.10). On
obtient finalement :

p+ecreyt = b(1+bATIBS) !, (4.11)

ol €/cy = —uy Juk, up et uf étant les dérivées premiere et seconde de u éva-
luées en ¢t. On montre en appendice (annexe A.2) que cette condition n’est
autre que la condition d’égalité du taux marginal instantané de substitution
intertemporelle au taux marginal instantané de transformation intertempo-
relle, c’est-a-dire la condition classique d’arbitrage qui doit étre vérifiée en
permanence le long de toute trajectoire localement optimale.

“la démonstration est donnée en appendice (cf. annexe A.1)



5 Reégimes réguliers

Convenons d’appeler trajectoire soutenable tout sentier d’évolution de
la consommation techniquement réalisable dont la borne inférieure est stric-
tement positive : ¢¢ > ¢ > 0, t > 0. On dira qu’'une trajectoire soutenable
est un régime régulier si elle est techniquement réalisable grace a un effort
de recherche constant n,n €]0, 1].

On montre dans cette section qu’il existe une infinité de régimes réguliers
mais qu’un seul est éventuellement optimal.

5.1 L’ensemble des régimes réguliers

Considérons un effort de recherche constant n. Cet effort permet une
croissance du coefficient de productivité de la ressource By, & un taux constant
bn de sorte que :

Bt = Boebnt. (51)

Pour tout n > 0 et tout [, 1 —n — 1 > 0, la condition de non-gaspillage
des facteurs de production implique que Al = ByePts;, d’ot :

st = ABglle ™ (5.2)

Dans un tel régime, la quantité de ressource utilisée sur U'intervalle [0, ],
que P'on note St(1), s’'éleve a :

. Al (Y Al 1

S (1 - fbn(,d - 1= fbl’]t.
wh) 30/06 T Bl ¢

Le stock de ressource nécessaire pour suivre indéfiniment ce sentier, S(1),

est donc égal a :

S = gronob‘*t(l):AZ/ano. (5.3)

Si de plus on utilise la totalité du travail disponible, alors [ =1 — n, et
le stock de ressource dont il faut disposer s’éleve a :

So(n) = A[l —n]/bnBy (5.4)

On en conclut que pout tout n, n €]0, 1], il existe une infinité de condi-
tions initiales (By, Sp) & partir desquelles il est techniquement possible de
suivre le sentier de consommation constante ¢ = A[l — n], le progres tech-
nique étant juste suffisant pour que le stock initialement disponible soit
exactement utilisé. L’ensemble de ces couples doit vérifier la relation :



Une conséquence immédiate de (5.5) est que si (By,Sy) vérifie la relation
(5.5) et si I’économie suit le sentier a effort de recherche n correspondant,
alors ° :

BiS: = ByS,, t>0. (5.6)

Les relations (5.5) et (5.6) impliquent que, dans l'espace (B, S), la tra-
jectoire d’un régime régulier correspond au parcours d’une partie d’'une hy-
perbole équilatere, d’autant plus éloignée de origine que n est faible ©. Ce
parcours est illustré & la Figure 1 ci-dessous. Pour des valeur n’, By, et S|
données, le sentier régulier partant de (Bj,S() est représenté en trait gras
sur 'hyperbole BS = A[l — n/]/bn/.

SFormellement, le long d’un tel sentier on a S; = Sy — S't(l —n), d’ou :

A[l — ’I’L] —bnt
= St S
St SO anO [ € ]7
tandis que B, = Boe®™, de sorte que :
_ bnt A[l - TL] —bnt
BtSt = B()e S() bTLBo [1 e ] B

et, puisque d’apres (5.5) 1 —n = bnBoSo/A, la relation précédente s’écrit finalement :

B:S; = Boebnt[so —So+ Soefb"t} = BpSp.
6
4 [Al-nl] _ _A_All-n]
dn bn bn bn?



\ .
h erboie BS =[1 —n"]/bn"
W N p [1—n"]/
hyperbole BS = A[l — '] /bn’
~—— hyperbole BS = A[1 — n']/bn""
0 5 ’

Figure 1 : Trajectoires de B; et St en régime régulier
NB:n" <n' <n'

Etant donné la forme de la fonction de production du bien de consomma-
tion, I’hypothese clé qui permet d’obtenir des régimes réguliers est celle qui
garantit 'existence d’une croissance a taux constant du stock de connais-
sances B, compensant ’épuisement du stock de ressources. Toute fonction
f telle que 3n €]0,1[, f(n) > 0 et By/By = f(n), garantit existence d'un
régime régulier. On aurait :

By = Byt
et la condition initiale :

BoSy = Al —n]/f(n),
devrait étre vérifiée. Enfin, comme précédemment :

BiSt = BopSo.

5.2 Existence et caractérisation du régime régulier optimal

Pour déterminer le régime régulier optimal, partons de la condition (4.2)
de maximisation du lagrangien par rapport a nt apres y avoir posé Gy = 0
et y avoir substitué, a By, sa valeur en régime régulier donnée par (5.1) et,
a A, sa valeur le long d’un sentier optimal donnée par (4.3) :

AI_T[l — n]_T = cte = vbBye™™ + )\OABale(%_bn)t. (5.7)

10



La solution de I’équation (5.7) est la suivante :
n=p/b, By = Bpe™ et 1 = vpe " (5.8)

Il S’avere aussi que ces fonctions vérifient 1'équation (4.4) déterminant la
valeur de 4 le long de la trajectoire optimale pourvu que :

w = MoAlb—pl/pbBg. (5.9)

Si donc p < b, de sorte que n < 1 et vy > 0, alors n = p/b est effort de
recherche optimal et la consommation en régime stationnaire optimal s’éleve
ac= Alb— p]/b.

En reportant la valeur n = p/b dans (5.5) on obtient I'hyperbole que
parcourent les variables d’état dans le régime régulier optimal :

On a vu a la section précédente (cf. (4.9)) qu’on doit avoir le long d’un
sentier optimal, A\¢St = 1Bt et donc, en particulier, en t =0 :

oSy = 1By. (5.11)

Par ailleurs en substituant p/b a n dans (5.7) on obtient une autre rela-
tion entre v et Ag :

AT = p)/o]" = wbBy + Mo ABy . (5.12)

Les relations (5.10) a (5.12) permettent de déterminer vy et Ag en fonc-
tion de Sp 7 :

= [ (5] s o= (552

En conclusion, la seule condition d’existence d’un régime stationnaire
optimal est la condition b > p, lefficacité de 'activité de recherche doit étre
supérieure au taux d’escompte social.Dans le régime stationnaire optimal :

[i)] la répartition du travail entre les deux secteurs d’activité est indépen-
dante de la productivité du travail A dans le secteur de production du bien
de consommation de sorte que la consommation est une fonction croissante
de cette productivité. Le lien des couples (n, BS) de régime stationnaire
optimal lorsque A varie est donc I'horizontale d’ordonnée p/b.

"On vérifie aisément, en tenant compte de (5.10) pour t = 0, que le rapport vo/Ao
qu’implique (5.13) est bien le méme que celui donné en (5.9).

11



A croissant de 0 & 400

0 BS

Figure 2 : Lieu des couples(n, BS) de régime
stationnaire optimal lorsque A varie de 0 & +o0

[ii)] Pemploi dans le secteur de recherche est d’autant plus faible que la
productivité du travail b dans ce secteur est élevée de sorte que la consom-
mation est une fonction croissante de cette productivité. Puisque dn/db =
—p/b? et dBS/db = A/b?, le lieu des couples (n, BS) lorsque b varie de p &
+00 est la droite de pente dn/dBS = —p/A.

b croissant de p a +00

0 Alp BS

Figure 3 : Lieu des couples (n, BS) de régime
stationnaire optimal lorsque b varie de p & +o0

[iii)] Pemploi dans le secteur de la recherche est d’autant plus élevé que le
taux d’actualisation social est élevé et donc la consommation est une fonction
décroissante de ce taux. Puisque dn/dp = 1/b et dBS/dp = —A/p?, le lieu
des couples (n, BS) lorsque p varie de b a 0 est une courbe convexe de pente
dn/dBS = —p?/bA.
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p décroissant de b a 0

0 BS

Figure 4 : Lieu des couples (n, BS) de régime
stationnaire optimal lorsque p varie de b 4 0

On notera que, ni I'intensité de 'effort de recherche, ni la consommation
ne dépendent en régime de 1’élasticité de 'utilité marginale e. La raison en
est qu’en régime stationnaire, puisque ¢t = 0, dans le membre gauche de
la condition (4.11) d’égalisation du taux marginal de substitution intertem-
porelle aux taux marginal de transformation intertemporelle, le terme en ¢
disparait 8. En dehors des régimes réguliers, ¢t # 0 et le terme en € n’est
pas nul. La vitesse de convergence vers le régime stationnaire dépend donc
de I’élasticité e comme on va le montrer maintenant.

6 La dynamique de la transition optimale vers le
régime régulier

Supposons remplie la condition d’existence d’'un régime régulier optimal,
b > p, et montrons comment partant de conditions initiales quelconques, la
trajectoire optimale de I'effort de recherche nt tend asymptotiquement vers
son niveau de régime régulier optimal.

L’étude des régimes réguliers a permis de mettre en évidence que le
long des sentiers réguliers le produit BiSt est constant. Ceci suggere de
construire le diagramme de phase en prenant comme variable d’état la va-
riable Ry = B¢St, qui est un indicateur d’abondance de la ressource a l'ins-
tant t. La quantité de ressource St peut en effet difficilement étre qualifiée
d’abondante ou rare puisque les disponibilités doivent étre appréciées au re-
gard des capacités de la société a les transformer en bien de consommation.
Bt est l'indicateur de cette capacité a l'instant t. Le produit B¢St = Rt

811 n’en serait pas de méme dans un modele ol la productivité du travail A pourrait étre
améliorée elle aussi, car le régime régulier serait un sentier le long duquel la consommation
augmente a taux constant.
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est I'indicateur pertinent de la rareté effective de la ressource a l'instant ¢.
C’est tres précisément le potentiel de consommation, présente et a venir,
de la société, lorsqu’a partir de l'instant ¢, B¢ reste constant. On montre
en appendice (cf. annexe A.3 ) que 'ensemble des sentiers de consommation
réalisables partant d’un potentiel de consommation Ry donné ne dépend pas
de la décomposition de Ry, i.e. quels que soient B et S, tels que B}S{, = Ry
I’ensemble des sentiers de consommation réalisables reste le méme.

En régime régulier, en particulier en régime régulier optimal, le potentiel
de consommation est maintenu constant. Si donc initialement ce potentiel
est supérieur a son niveau de régime stationnaire optimal, on s’attend a
ce qu’il faille le laisser décroitre en choisissant un effort de recherche plus
faible que celui du régime régulier optimal et, conséquemment, un niveau
de consommation plus élevé; si, initialement, le potentiel est inférieur au
potentiel du régime régulier, on s’attend au contraire a ce qu’il faille le faire
croitre en consentant un effort de recherche supérieur a celui du régime
régulier optimal, c’est-a-dire un niveau de consommation plus faible.

L’autre variable que nous retiendrons pour construire le diagramme de
phase est la consommation.

La premiere relation permettant de construire le diagramme de phase
est la relation (4.11) qu’on peut réécrire sous la forme suivante :

1 bA
‘o= — | — 6.1
q E[AMRt p] (6.1)
de sorte que :
¢t <,=,>0 selonque Ri>,=,<A[b— p]/pb. (6.2)

La consommation doit croitre si Rt est inférieur a son niveau de régime
régulier et décroitre dans le cas contraire.

Pour construire la seconde relation, déterminant le sens du mouvement
de Ry, différencions Ry par rapport au temps :

Rt = BtSt + BtSt = bntRt — Bxst. (63)
Puisque ¢t = A[l — n¢] = Bist, on peut réécrire (6.3) sous la forme :
Rt = bnth — Ct,

et puisque ny = [A — ¢|/A, on obtient finalement la seconde relation cher-
chée :

Rt = b[A — Ct]RtA_l — Ct. (6.4)
On a donc :

Ry >, =,<0 selonque ¢ <, =,> bAR/(A+ bRy). (6.5)
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La courbe Ry = 0 est la branche croissante de I'hyperbole ¢(R) =
bAR/(A + bR) passant par 0 et asymptote & ¢ = A lorsque R tend vers
I'infini.

On vérifie aisément que pour R = A[b — p]/pb, alors ¢ = A[b — p]/b sur
la courbe Ry = 0. En d’autres termes le point d’intersection de 'hyperbole
¢(R) et de la verticale ¢ = 0, est bien le point qui figure le régime régulier
optimal. On montre en appendice (cf. annexe A.3) que ce point est un point-
selle si la condition d’existence d’un régime régulier, b > p, est remplie.

Cc =0 ~ A~

R(c; R) )
R(c; Ry)
A
111 ]
R III v_/ Rt— 0 —
o /2 B
) \ R(c; Ry)
II
E o v
II <
A I i \\
{ I
S —
0 R 5 Py g

Figure 5 : Diagramme de phase, cas b > p
NB:RégionI:Rt>Oetc't>0; RégionII:Rt<Oetc't<0;
Région IIT : Ry < 0 et ¢ < 0; Région IV : Ry > 0 et ¢ < 0.
¢=Alb—p]/bet R = A[b— p]/pb.

Pour compléter la construction du diagramme de phase, il reste a déter-
miner la forme de la branche stable pour R suffisamment élevé, le probleme
étant de savoir s’il existe un niveau de la variable d’état au-dela duquel le
régime optimal est un régime bloqué dans lequel ¢ = A, i.e. nf = 0, ou
si, aussi grand que soit R, il convient d’affecter une partie du travail dis-
ponible, aussi minime soit-elle, a la recherche-développement. Pour ce faire
convenons de noter R(c; R) la fonction correspondant a la trajectoire, définie
par les équations (6.1) et (6.4), dont la courbe dans 'espace (¢, R) passe par
le point (¢ = A, R > A[b — p]/pb) (zone III sur la Figure 2). Alors en ¢ = A
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et R:

dR _6[ bA r | (6.6)

de A+br "

et donc :

lim dR/dc = ¢/p. (6.7)
R0
Par ailleurs la courbe ¢(R) = bAR/(A+bR) le long de laquelle les trajec-
toires vérifiant les conditions de premier ordre sont telles que Ry = 0, tend
vers A lorsque R tend vers oo. Il résulte alors de (6.7), que, si R croit suffi-
samment, la courbe R(c; R) coupe la courbe &(R) 9. C'est le cas de la courbe
R(c; Ry) illustrée & la Figure 2. La courbe vérifiant les conditions de premier
ordre du probleme (P), qui pointe vers (¢ = A[b— p]/b, R = A[b— p]/pb), le
régime régulier, est donc une courbe R(c; R) qui part de I’horizontale ¢ = A
en un point R €]A[b—p]/pb, oo[. Pout tout R > R, le sentier optimal consiste
alors a affecter la totalité de la population active a la seule production du
bien de consommation. En d’autres termes si le potentiel de consommation
initial Ry est suffisamment grand, il existe une phase initiale de la trajectoire
optimale pendant laquelle ¢t = A, By = By et S¢ = —A/By, i.e. pendant
laquelle le potentiel Ry décroit A sa vitesse maximale Ry = —A, & un taux
Ri/Ry = —1/[(Ro/A) — t] qui, en valeur absolue, décroit, et ce, jusqu’a ce
que le potentiel soit ramené a la valeur R. Alors la consommation commence
a décroitre, 'effort de recherche commence a croitre, tandis que Ry conti-
nue de décroitre, toutes ces variables tendant asymptotiquement vers leurs
valeurs de régime régulier.
Il reste a déterminer maintenant la politique optimale lorsqu’il n’existe
pas de régime régulier optimal.

7 La dynamique optimale en 1’absence d’opportu-
nités techniques fortes au regard de I'impatience

Supposons que la productivité de I'effort de recherche soit si faible au re-
gard du taux d’escompte social qu’il n’existe pas de régime régulier optimal,

90n remarquera qu'en ¢ = A et R, on a aussi :

R —e[bA—p(A+bR)] e bA?
dez bA 2 (A+bR)2 |’
[A+bR - p]
et donc :
lim d2—]~% = 400
Rioo dc ’

condition suffisante pour que la fonction R(c; R) atteigne un minimum lorsqu’elle coupe
la courbe ¢(R) quand R est suffisamment grand.
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p > b. Aussi faible que soit cette productivité cependant, pourvu qu’elle ne
soit pas rigoureusement nulle, mieux vaut affecter le potentiel de travail qui
ne sert pas a produire le bien de consommation, a 'amélioration de B plutot
que le laisser oisif. C’est 1a que réside la différence essentielle avec ’analyse
développée a la section 3 ou on supposait que la productivité de la recherche
était nulle. Le travail qui ne servait pas a produire le bien de consommation
ne pouvait alors rester qu’inemployé. Dans le cas présent au contraire la
totalité du travail disponible est utilisée, mais la conséquence d’une produc-
tivité de la recherche trop faible par rapport a la préférence pour le présent
est qu’a 'optimum, ’effort de recherche consenti ne permet pas de prévenir
la chute du potentiel de consommation Ry qui tend asymptotiquement vers
0, ainsi que le flux de consommation instantanée ct. Il s’agit d’un choix dé-
libéré de la société 0 qui, compte tenu des possibilités d’amélioration des
techniques qui s’offrent a elle, a une telle préférence pour le présent qu’elle
choisit a chaque instant une structure de mobilisation de la force de travail
dont elle dispose ne permettant pas de pérenniser la consommation a un
certain niveau. On a vu en effet a la sous-section 5.1, qu’aussi faible que soit
la productivité b de l'effort de recherche, il existe une infinité de régimes
réguliers (stationnaires).Le choix d’un potentiel de consommation constam-
ment décroissant ne résulte donc pas d’une impossibilité stricto sensu, mais
plutot d’une insuffisance des opportunités d’amélioration de la productivité
de la ressource au regard de I'impatience.

La caractérisation des trajectoires dans le diagramme de phase (¢, R)
est techniquement semblable a celle que nous avons déterminée a la section
précédente puisqu’a chaque instant le travail disponible est pleinement uti-
lisé. La forme générale de la courbe &(R) le long de laquelle Ry = 0 si la
trajectoire est optimale, ne change pas. La raison en est que la position de
cette courbe dépend de A et de b, mais pas de p. Pour tout couple (c, R)
situé au-dessus de la courbe en question on doit avoir Ry < 0 le long d’une
trajectoire satisfaisant les conditions de premier ordre; pout tout couple
(¢, R) situé au-dessous, on doit avoir Ry > 0. Par ailleurs ’évolution de la
consommation, ¢, est toujours déterminée par la relation (6.1) et puisque
maintenant A[b — p]/pb < 0,é < 0 pour tout Ry > 0. Le diagramme de
phase correspondant aux valeurs de p et b pour lesquelles p > b, est illustré
a la Figure 6 ci-dessous.

0Pour autant que le devenir de la société soit celui qui maximise la valeur de la fonction
d’objectif du “planificateur bienveillant”.
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0 R R

Figure 6 : Diagramme de phase,cas b < p

La trajectoire optimale pour R suffisamment faible est donnée par une
courbe R(c; R) tangente a ’axe des ordonnées en (¢ = 0, R = 0), qui coupe
I'horizontale d’ordonnée ¢ = A en R = R. Pour R > R la politique optimale
consiste a affecter la totalité du travail disponible a la seule production du
bien de consommation ; pour R < R une partie du travail est affectée a la
production du bien de consommation tandis que 'autre partie est affectée
a la recherche. Plus R est faible plus la fraction du travail disponible affec-
tée a la recherche est importante et asymptotiquement la totalité du travail
disponible devrait étre affectée a la recherche. Cependant la consommation
reste toujours suffisamment forte, bien que tendant vers 0, pour qu’en per-
manence la baisse de St ne soit pas compensée par la croissance de Bk.
Asymptotiquement :

lim By = +o0, lim S =0 et lim BiS; = 0.
tToo tToo tToo

Il est intéressant de souligner que passer d’un taux d’actualisation social
relativement faible, p < b, a un taux relativement important, p > b, a pour
effet, si ’économie évolue optimalement, de réduire I'effort de recherche ini-
tial et d’augmenter 'effort de recherche final. Le sentier d’effort de recherche
optimal bascule autour d’une certaine date 7. Les sentiers d’efforts de re-
cherche des deux sociétés sont illustrés a la Figure 7 ci-dessous. On suppose
que Ry est suffisamment élevé pour qu’au départ aucune des deux sociétés
ne doive consentir aucun effort. L’effort optimal de la société pour laquelle
p > b est tracé en trait gras, celui de la société pour laquelle p < b en trait
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léger. Le passage d'un taux d’actualisation social modéré a un taux élevé, a
pour effet de réduire I'effort de recherche optimal sur l'intervalle de temps
|T', T et de Paccroitre ensuite sur U'intervalle de temps |T', +o00[, 'écart aug-
mentant au fur et & mesure que l'on progresse dans le futur et tendant vers

1—p/b.

n

cas p>b —

p/b

0o 1 T t

Figure 7 : Profils types des trajectoires optimales d’efforts
de recherche selon que p >bou b <p

8 Conclusion

Nous avons déterminé quelle devrait étre la trajectoire de 'effort de re-
cherche d’une société dont le bien-étre dépend de la possibilité d’utiliser
une ressource non-renouvelable essentielle, en fonction des valeurs possibles
des parametres d’un modele volontairement épuré : taux de dépréciation du
futur, élasticité de 1’'utilité marginale de la consommation, productivité du
travail dans le secteur de production du bien de consommation et dans le
secteur de la recherche, et productivité de la ressource. Quel que soit le type
de la trajectoire optimale, i.e. quel que soit le jeu de valeurs des parametres
qui caractérise cette société stylisée, il convient de s’interroger sur le dis-
positif institutionnel qui minimise la perte de bien-étre par rapport a cet
optimum de premier rang. On sait qu’aux formes réduites du genre de celles
que nous avons retenue, peuvent correspondre plusieurs modeles d’économie
décentralisée, les principaux étant ceux proposés par Lucas (1988), Romer
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(1990), Grossman et Helpman (1991) et Aghion et Howitt (1992). Sans vou-
loir préjuger des conclusions d’études qui pour I’essentiel restent & faire '
on doit s’attendre cependant a ce que ces fonctionnements décentralisés, ca-
ractérisés par la présence soit d’externalités fortes, soit d’imperfections de
marché conséquentes, ne conduisent pas a I’optimum, tout au moins pendant
la phase de convergence vers le régime régulier.

Appendices

A.1 La valeur du stock des connaissances est égale
a la valeur du stock de ressource le long de toute
trajectoire optimale

Définissons z; comme la différence entre A¢St et v¢ By :
2t = MSt— DBy,
et différencions z¢ par rapport a t :
4 = MSt+ MSt — 4Bt — 1B

Dans cette relation, substituons a At son expression pAg, a S son expres-
sion —sy = —A[l —nt|/Bt, & 11 son expression donnée par (4.4), et & By, son
expression By = bn¢Bt. Apres simplification, on obtient :

2 = pAeSt —nBt] = pz,

de sorte que :

zt = zoe%"t.
Par ailleurs, pour le type de probleme considéré, le long de tout sentier
optimal, les conditions de transversalité sont :

lim e_%“t)\tSt =0 et lim e_%“tl/tBt =0,
tToo tToo

lim 6_%ﬁtZt =0 = 2p=0 = )\tSt = VtBt, t > 0.

tToo

1 . s . . 4 .

'On trouvera dans Grimaud (2000) une étude des interventions nécessaires pour res-
taurer 'optimum de premier rang dans une économie “a la Romer” avec ressources non-
renouvelables.
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A.2 Interprétation de la condition (4.11)

La condition (4.11) :

uy b
— —C — -
p ’LL{ t 1+ bA_lBtSt

est une condition d’égalité du taux marginal instantané de substitution inter-
temporelle au taux marginal instantané de transformation intertemporelle.

Partons d’une trajectoire d’évolution de I’économie le long de laquelle
est utilisée la totalité des facteurs de production, travail, ressource non-
renouvelable et connaissances techniques, c’est-a-dire une trajectoire située
sur la frontiere d’efficience intertemporelle de I’économie et notons z;{ la
valeur a l'instant ¢ d’une variable z le long de cette trajectoire. Considé-
rons deux intervalles de temps I} = [t,t + dt[ et Io = [t + h,t + h + dt],
h > dt, et a chaque instant sur ces intervalles des variations dc; et dcg de
la consommation, la trajectoire de consommation restant inchangée en de-
hors des intervalles en question. On notera Zz; la valeur a l'instant ¢ d’une
variable z le long du sentier perturbé. Les variations dc; et dce imposent
d’abord des variations directes de 1’'utilisation de la ressource sur I; et Is.
FElles imposent aussi des variations directes de 'effort de recherche sur ces
meémes intervalles puisque tout le travail disponible est utilisé, variations
qui modifient la trajectoire d’évolution du stock de connaissances et donc
indirectement 1'utilisation de la ressource sur Uintervalle [t + dt, oo[. Puis-
qu’initialement la totalité du stock de ressource était utilisée, la somme des
variations instantanées de 1'utilisation de la ressource doit étre nulle si la
trajectoire perturbée doit étre une trajectoire de la surface d’efficience.

(i) Sur lintervalle I, la variation de I'utilisation de la ressource est égale

A'S = dsidt ~ decydt/B;. (A.2.1)

La variation de l’effort de recherche a chaque instant s’éleve a dn; =
—dc1 /A et donc, sur la totalité de Uintervalle, a :

dnldt = —dcldt/A,

de sorte que :

B, = Bje ™A et +dt,t+hl. (A.2.2)

(ii) Sur lintervalle [t + dt,t + h[ la trajectoire de la consommation ne
change pas, ¢t = ¢, et donc le nouveau sentier d’utilisation de la ressource
est défini par :

FPCIdEA e [t dt, t + B

~ _ * = _
5, =¢ /B, = s;
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ce qui induit une modification de 'usage de la ressource d’un montant A1.S
égal a :

t+h
AS= [ (5 —s)ldr = [ebd°1dt-A - 1} [Steae — Siin] . (A2.3)

tdt
(iii) Sur l'intervalle I, la variation d’utilisation de la ressource est égale

a:
2 1 L bdcidt=A
A*S = dsodt ~ =——dcadt = ——€>'" " deadt, (A.2.4)
t+h Bt+h

et la variation de l'effort de recherche a :
dnodt = —dcodt/A,
de sorte que :
B, = Bje P ta0IIEA = 1 [t 4 b 4 dt, o0, (A.2.5)

(iv) Enfin sur Uintervalle [t + h+ dt, oco[, puisque le sentier de consomma-
tion ne change pas, le sentier perturbé d’utilisation de la ressource est défini
par :

5, = sZeb[dC1+d02]dt:A, T E [t+ h+dt,oof

ce qui induit une modification de 'usage de la ressource Ay S, égale a :

AyS = (5, — s;ldr = [ePldertdealdA _qige e (A2.6)
t-+h-+dt
(v) Puisque [} sidr = Sp, on doit avoir :
A'S+ A5+ A’S+ A8 = 0,

c’est-a-dire :

1 -
§d61dt + [ebdcldt_A - ].] [Sik—‘rdt - St*-i-h]
t

(A.2.7)
n 1 ebdcldt:AdCth + [eb[dcl—i-dcz]dt:A _ 1]St*+h+dt =0
Btin

Pour dt suffisamment petit, eXdt — 1 ~ zdt. (A.2.7) peut donc encore
s’écrire, en regroupant les termes en dcy et dco :

1 b * * *
{B_Ek + 1 (St dt — Stin + Stinsdt) } deydt

L bdeidt=A | D ou
+ {m@ C1 + ZSt-l—h-‘rdt dCth = 0
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Si dt est suffisamment petit, Sf, 4 =~ S{ et St g = S¢,p et si, de plus,

bdc;dt=A

dcy est suffisamment petit alors e ~ 1, d’ou finalement :

*
_dey By
o~ Bt

(A.2.8)

A+ bB{S¢
A+DBE hStin

Le membre droit de l'expression (A.2.8) est le taux marginal de trans-
formation intertemporelle entre ¢t et ¢t 4+ h, c¢’est-a-dire approximativement
la quantité de bien de consommation supplémentaire qu’on peut obtenir en
t + h si on diminue d’une unité la quantité disponible en ¢, lorsqu’on est
sur la surface de transformation de I’économie, c’est-a-dire lorsqu’on utilise
efficacement tous les facteurs, a savoir, a chaque instant la totalité du travail
disponible et sur [0, co[ le stock initial de ressource.

Considérons maintenant la variation AU de la valeur de la fonction d’ob-
jectif du programme (P) qu’induisent les variations dc; et dey :

AU = ug“deydt 4+ eyt deodt.

Si la trajectoire initiale est une trajectoire optimale, on doit avoir AU =
0, d’ou :
des U;* Wt

_de M e A2.9
der (L ( )

Pour h suffisamment petit, on a :

lf: e = 14 1,{: 1~1+ln(u e%"h>
Utin Utth Uty h
T
= 1+ Ine*" < )Nl—i—ph (tth—1>
Ut
~ o p— ¢t h. (A.2.10)
Ut

Le membre droit de (A.2.10) est le taux marginal de substitution inter-
temporelle entre t et ¢t + h.
On déduit de (A.2.8) a (A.2.10) que, le long d’un trajectoire optimale,
on doit avoir :
[p_ utCt] o Bin |_AteBis;
Ut Bf |A+bB;

~1.  (A211)
t

*
t+h*~t+h

Montrons que lorsque h — 0 cette relation n’est autre que la relation
(4.11).
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Le membre droit de (A.2.11) est égal a :

B: h * * *
A [ BE - 1] + bBip (St - t+h]

A+ bB?—I—hS:—&-h

(A.2.12)

Pour A suffisamment petit, on a :

Bin =~ B{+Bih=B{+bm{Bfh~(1+bnih)B;
Stin =~ Sf+Sih=Sf—sth=S;— Al —n{]h/B;,

de sorte que le numérateur de (A.2.12) s’écrit encore :
hbA[l + b(1 — ng)ngh]

et (A.2.11) devient :

St b
P T THbATBSE”

c’est-a-dire la relation (4.11).

A.3 Ensemble des sentiers de consommation réali-
sables et potentiel de consommation
Un sentier de consommation C' = {ct,t > 0} est réalisable partant de

(Bo, Sp) s'1l existe des sentiers L = {lt,t > 0}, N = {nt,t > 0} et ¥ =
{st,t > 0} tels que :

Ct — Alt, (A31)

Bt = BoW, (A.3.2)

St = Ct/Bt, (A33)
t

St = S(] - / Sxd.%' Z O, (A.3.4)
0

1-— lt — Nt Z 0, lt Z O,nt 2 0. (A.3.5)

oi1 Vg = ebJ onadx
On notera R(C, By, Sp) le sentier des potentiels de consommation induit
par C partant de (By, Sp) via L, N et 3 :

R(C, By, So) = {R,t >0}, Ri=DBS: t>0  (A.3.6)
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ou By et St sont donnés par (A.3.2) et (A.3.4) respectivement.

Proposition Soit C' un sentier de consommation réalisable partant de (By, So)
via L,N et X. Alors pour tout B(S|, : B\S{ = BoSo, il existe ¥’ tel
que C' est réalisable partant de (B}, S)) via L,N et ¥/, et, R(C, By, So) =
R(C, B, S).-

Supposons qu’on puisse obtenir C' partant de (By, Sp) via L, N et 3. On
a donc :

By = Bol

S S /t d dr =S /tcéd S 1/tc<>d
= — | s;dydr=50— | —=—dr=Sy— = [ —dr
! 0 0 e 0 UB(', BO OV

¢
d’otl1, en posant Wy = fot % gy
Vi
BiSt = BoSoVe — WiVk, ¢ > 0. (A.3.7)

Partons maintenant de (By, Sj) tel que B(S{ = BySp et considérons la
trajectoire N, de sorte que :

B, = B\

Posons st = ¢t/B{,t > 0 et soit :

t t . 1 [te
St = Sé—/o s,dr = Sp — ; B—ZdT:S{)—B—é/O VZdT.
On a donc :
BlS| = BLS\Vi — WiVi,  t>0 (A.3.8)
Puisque B(S{, = BySo, (A.3.7) et (A.3.8) impliquent que :
BiSt = B{S;, t>0 (A.3.9)
et puisque BSy > 0 et Bf > 0, alors :

S{>0, t>0. (A.3.10)
A.4 Le couple (¢, R) de régime stationnaire optimal

est un point-selle

Le couple d’équations différentielles dont ¢ = A[b—p]/bet R = A[b—p|/pb
est un point stationnaire est le systeme :

) 1 bA

t = ¢(Ct,Rt)—g [A—I—bRt_p] ct
. bl[A — ¢
Ry = (e, Ry) = %Rt —ct.
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Les dérivées des fonctions ¢ et ¢ ont pour expression :

9 _ 1] _bA 99 _ 1 VA
Dt e |[A+bR. 7| TORy  e(A+bRy)?
aiw — f@fl 8¢_b[A_Ct]
8Ct N A ’aRt N A ’
et ont pour valeur au point stationnaire :
% - 0 o¢ :_pZ[b_p]
8Ct ’ 8Rt eb
M _ b W
8Ct - P ’ 8Rt =P

Le jacobien du systeme au point stationnaire est égal a :

J = plb—opl/e

Le jacobien est donc positif si la condition b > p d’existence d’un régime
stationnaire optimal est remplie.
L’équation caractéristique du systeéme est :

P(x) = 2> —pr—plb—pl/e=0

dont les racines sont réelles si b > p :

1 4p(b — p)]*2

1 4p(b—p)]1*2
x2:§{P+[P2+M] }>O.

Puisque les racines sont réelles et de signes contraires, le point station-
naire est un point-selle.
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